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COORDENADAS EN LA RECTA 
Y EN EL PLANO 


§ 1. Eje y segmentos del eje 

I. Consideremos una recta arbitraria, con dos direcciones opuestas 
entre sí. Elijamos una de ellas como preferida y liamémosia positiva 
(a la direcéión opuesta la llamaremos negativa). 

La reída, en la que se ha «elegido» una dirección positiva, la lla¬ 
maremos' eje. La dirección positiva del eje se indica en las figuras 
con ur>á flecha (véase, por ejemplo, la fig. 1, en la que está re¬ 
presentado el eje a). 



r¡g. i. 


2. Supongamos dado un eje cualquiera, habiéndose tomado un 
segmento unidad, es decir, una unidad lineal con la cual se puede 
medir cualquier segmento y, por lo tanto, se puede definir la lon¬ 
gitud de un segmento arbitrario. 

Tomemos dos puntos arbitrarios en el eje dado y indiquémoslos 
con las letras A y B. El segmento limitado por los puntos A y B 
se llama dirigido, si se ha convenido cuál de estos puntos se toma 
como origen y cuál como extremo del segmento. Como dirección del 
segmento se toma la dirección del origen al extremo. 

A continuación, el segmento dirigido se designará en el texto 
con dos letras y una rayita sobre ellas; se usarán precisamente las 
mismas letras que indican los puntos que limitan el mismo. En pri¬ 
mer lugar se coloca la letra que determina ei origen. Asi pues, AB 
denota el segmento dirigido limitado por los puntos A y B, cuyo 


II 


origen está en el punto A; BA denota el segmento dirigido limi¬ 
tado por los puntos A y B, cuyo origen está en el punto B. 

Considerando a continuación segmentos dirigidos en un eje, los 
llamaremos simplemente segmentos, omitiendo la palabra «dirigido». 

Convengamos en llamar magnitud del segmento del eje AB al 
número igual a su longitud, tomado con signo más, si la dirección 
del segmento coincide con el sentido positivo del eje, y con signo 
menos, si la dirección coincide con el sentido negativo del mismo. 
La magnitud del segmento AB la indicaremos con la notación AB 
(sin rayita). No excluimos el caso en que los puntos A y B coincidan; 
entonces se dice que el segmento AB es nulo, ya que su magnitud 
AB es igual a cero. La dirección del segmento nulo es indetermi¬ 
nada y, por lo tanto, llamar a tal segmento dirigido, se puede 
sólo condicionalmente. 

La magnitud del segmento, a diferencia de su longitud, 
es un número relativo; es obvio que la longitud del segmento es 
igual al módulo de su magnitud *) y, por eso, de acuerdo con el 
método establecido en el álgebra para la denotación del módulo 
de un número para indicar la longitud del segmento AB, emplearemos 
la notación \AB\. Es evidente que \AB\ y \BA | indican un mismo 
número. En cambio, las magnitudes AB y BA se diferencian de 
signo, es decir: 

AB = — BA. 

En la fig. 1 está representado el eje o y en él los puntos A, B,C, D; 
el segmento unidad es £,£.. Se supone que los puntos A, B, C y D 
están situados de tal modo,' que la distancia entre A y B es igual 
a dos, y entre C y D es igual a tres. La dirección de A a B coincide 
con el sentido positivo del eje, la dirección de C a D es opuesta 
al sentido positivo del eje. Por lo tanto, tendremos en este caso; 

= 2, CD = — 3, 

o sea 

BA =— 2, DC = 3. 

Además, se puede escribir 

|Afl| = 2, |CD|¿>'3. 

3. Cualquiera que sea la posición de los_puntos A, B y C en el éje, 
las magnitudes de los segmentos AB, BC y AC están su jetasa la relación 

AB+BC = AC; (1) 

a esta relación la llamaremos identidad fundamental. 
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') La palabra «módulo» tiene igual significado qua «valor absoluto». 



Demostremos la identidad fundamental. Supongamos, en primer 
término, que los segmentos AB y BC, no siendo nulos, tienen la 
m i s m a dirección (fig. 2, arriba); entonces, el segmento AC_ ti ene 
la longitud igual a la suma de las longitudes de los segmento" AB y BC 

A B C 


A C B 

-I-1-!-—-*“ 

Fig. 2. 

e igual dirección que los mismos. En este caso, los tres números AB, 
BC y AC son de igual signo, y el valor de AC es igual a la suma de los 
números AB y BC, es decir, se verifica la identidad (1). 

Supongamos ahora que los segmentos AB y BC, no siendo nulos, 
tienen direcciones opuestas (fig. 2, abajo). Entonces, el segmento 
AC tiene una Jongitud_ igual a la diferencia de las longitudes de 
los segmentos AB y BC y su dirección coincide con la del más 
largo de ellos. En este caso los valores numéricos de AB y BC son 
de signo contrario y el módulo de AC es igual a la diferencia de 
los módulos de AB y BC, mientras que el signo de AC coincide 
con el de aquel número, cuyo módulo es mayor. Por consiguiente, 
según la regla de la adición de los números relativos, para tal 
posición de los puntos, tendremos que el número AC será iguai 
a la suma de los números AB y BC, con lo que se verifica la 
identidad (1). 

Supongamos, por último, que uno de los segmentos AB, BC 
es nulo. Si AB es un segmento nulo, el punto B coincide con el 
punto A y, por lo tanto, 

AB + BC = AA + AC = 0+ AC = AC. 

Si el segmento nulo es BC, el punto B coincide con el punto C y, 
por consiguiente, 

A B + BC = AC -f CC = AC + 0 » AC. 

O sea, que la identidad (1) se verifica en realidad para cualquier 
posición de los puntos A, B y C. 

Nota. Si en la relación (1) las notaciones AB, BC y AC se 
considerasen simplemente como longitudes de los segmentos 
correspondientes (sin tener en cuenta los signos), entonces ésta sería 
válida solamente si el punto B estuviese situado entre los puntos 
A y C. El origen de la universalidad de la relación (1) consiste, precisa- 
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mente, en que por .45. BC y AC se entienden (as magnitudes 
de los segmentos AB, BC y AC, es decir, las longitudes tomadas 
con sus signos correspondientes’). 


§ 2. Coordenadas en la recta. Eje numérico 

4. Seguidamente indicaremos un método que permite determi¬ 
nar, mediante números, la posición de los puntos en 
una recta dada arbitrariamente. 

Sea dada una recta arbitraria a. Tomemos un segmento cual¬ 
quiera como unidad lineal; indiquemos la dirección positiva en 
la recta a (después de lo cual, ésta se convierte en eje) y desig¬ 
nemos con la letra 0 un punto de la misma. 

Convengamos ahora en llamar coordenada de un punto cualquiera M 
del eje a a la magnitud del segmento OM. Al punto O lo llamare¬ 
mos origen de coordenadas ; su propia coordenada es igual a cero. 

La coordenada del punto Al determina por completo la posición 
del mismo en la recta dada. Más preciso, el módulo de la coor¬ 
denada, o sea, OM, representa la distancia del punto Al al punto 0 
(previamente fijado) y el signo de la coordenada, es decir, el signo 
del número 0A4. determina hacia qué parte del punto 0 está si¬ 
tuado el punto Af; si la coordenada es positiva, el punto Al está 
situado en la dirección positiva respecto de O; si es negativa, At 
estará situado en la dirección negativa; si la coordenada es igual 
a cero, Al coincide con O (todo esto se deduce directamente de la 
definición de la magnitud del segmento del eje; véase el n° 2). 

Supongamos que la posición de la recta a es horizontal y su 
dirección positiva es hacia la derecha. Entonces, la posición de 
los puntos de la recta a, en dependencia de los signos de sus co¬ 
ordenadas, puede ser ubicada del siguiente modo: estarán situados 
a la derecha del origen de coordenadas O los puntos que tengan 
coordenadas positivas, y, a la izquierda, los que iengan coordenadas 
negativas. 

Generalmente, la coordenada de un punto arbitrario se designa 
con la letra x. Cuando se consideran unos cuantos puntos, éstos se 
designan, frecuentemente, con una misma letra y diferentes indi¬ 
ces, por ejemplo: M„ .... Af„. Las coordenadas de estos puntos, 

entonces, se designan también con una letra, pero con los indices 
correspondientes: a:,, x, . x„. 

Si se quiere indicar, abreviadamente, que el punto dado tiene 
la coordenada dada, se escribe entre paréntesis su coordenada, 

') Carece de sentido agregar tal o cual signo a las longitudes de los seg¬ 
mentos. si éstos se consideran como segmentos arbitrarios de un plano y no 
estén siluados en algún eje. En estos casos se pueden designar las longitudes 
de los segmentos como en la geometría elemental, sin las notaciones del módulo; 
esto lo liaremos muy a menudo a continuación (véase, por ejemplo, el n° 40, en 
donde la longitud del segmento se ha designado por CM en vez de | CM |). 
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junto a la notación de! mismo punto, por ejemplo: Aí,(*,). 

.M.W- ..... 

5. Demostraremos seguidamente dos teoremas sencillos, pero 
importantes. Se refieren al eje en el que se ha establecido un sis¬ 
tema de coordenadas. 

Teorema 1. Cualesquiera que sean los dos punios del eje, 
M¡ (*,) y M t <*,), siempre subsiste la igualdad 

A’,. (1) 

Demostración. Como consecuencia de la identidad funda¬ 
mental (n° 3), tenemos: 

OM, -|- M l M 1 = OAf„ 

de donde 

M,M i = OM a -OM l . 

Pero OM. ¡ = x.¡, OM , — x„ por lo tanto, 

que es lo que se quería demostrar. 

La esencia de este teorema puede ser expresada del modo si¬ 
guiente: para obtener la magnitud de un segmento del eje es nece¬ 
sario restar la coordenada de su origen de la coordenada de su ex¬ 
tremo. (Véanse las figs. 3 y 4; téngase en cuenta que. cu el caso 
de la fig. 4, la coordenada es negativa). 



Fis. 3- Fig 4. 

Teorema 2. Si M,(x,) y M t (,v.) son dos punios cualesquiera 
del eje y d es la distancia entre ellos, se tiene: 

d = |**-*il- (2) 

Demostración. Según el teorema anterior 

pero la distancia entre los punto s M, y M¡ es igual al módulo de 
la magnitud del segmento M,M a y. por lo tanto 
d=|.tj-A,|. 

Con lo que el teorema queda demostrado. 

Nota. Con toda la razón podemos escribir: d = \x 1 — .v,| y 
d = |.v,—.v 4 | *). Teniendo en cuenta esto, el sentido del teorema 


“) Puesto que los números x ,—y x, — x, tienen un misino módulo. 
(N. del T.) 
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demostrado se puede expresar del siguiente modo: para calcular la 
distancia entre dos puntos del eje es necesario restar la coordenada 
de uno de ellos de la coordenada del otro y tomar el módulo del 
resto obtenido. 

Ejemplo 1. Dados los puntos A (5), B{ —1), C(—8), D( 2), hallar las 
magnitudes de los segmentos AB. CD y DB- 

Solución. Según el teorema I, tenemos: 

AB-=— I— 5 = — 6, 

CD = 2—(— 8)—10, 

DB =»— 1 — 2 = — 3. 

Ejemplo 2. Hallar la distancia entre ios puntos P( 3) y Q (—2). 

Soluci ón. Según el teorema 2, 

d=\- 2—3|»|-5|-5. 

6. Si en cualquier eje se ha establecido un sistema de coorde¬ 
nadas, cada punto del mismo tendrá una coordenada determinada. 
Recíprocamente, para cualquier número * (real) tomado, habrá ert 
el eje un punto determinado M, cuya coordenada es igual a x. 

Convengamos en decir que el punto M representa al número*. 
Se llama eje numérico, al eje en el que se han establecido las coor¬ 
denadas por el método descrito en el n° 4, de manera que sus pun¬ 
tos representan todos los números reales. En la fig. 5 están repre¬ 
sentados el eje numérico y unos cuantos números enteros. 

-4 -3 ~¿ -f O t 2 J 4 


Fig. 5. 


Al representar los números por puntos del eje numérico, hace¬ 
mos que nuestros conocimientos de todos los números en su con¬ 
junto sean geométricamente palpables. Además, esto nos da la 
posibilidad de enunciar las relaciones aritméticas en términos geo¬ 
métricos. Por ejemplo, todas las soluciones de las desigualdades 
3 < * < 5 pueden representarse prácticamente en forma de puntos 
del eje numérico, comprendidos entre dos de sus puntos, uno re¬ 
presentado por el número 3 (es decir, que tiene la coordenada igual 
a 3) y el otro, por el número 5 (es decir, que tiene la coordenada 
igual a 5). En resumen, podemos decir que: las desigualdades 
3 <*<5 determinan un intervalo (del eje numérico) limitado 
por los puntos 3 y 5. 

Resulta ser dé gran comodidad el expresar las relaciones arit¬ 
méticas en términos geométricos, cosa que se emplea constante¬ 
mente en todas ¡as ramas de las matemáticas. 
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§ 3. Coordenadas cartesianas rectangulares en el plano. 

Noción de coordenadas cartesianas oblicuas 

7. Si se ha indicado un métodó que permita determinar la po¬ 
sición de los puntos del plano mediante números, se dirá que en 
el plano se ha dado un sistema de coordenadas. Seguidamente con¬ 
sideraremos el sistema de coordenadas más sencillo y de mayor 
uso, llamado sistema caries i ano rectangular. 

El sistema de coordenadas cartesiano rectangular se determina 
por una unidad lineal para la medida de longitudes y por dos ejes, 
perpendiculares entre si, numerados en cierto orden (es decir, que 
se ha indicado cuál de éstos se toma por primero y cuál por se¬ 
gundo). Él punto de intersección de los ejes se llama origen de 
coordenadas; los ejes mismos, ejes coordenados; además, el primero 
de ellos, se llama también eje de abscisas y, el segundo, eje de 
ordenadas. 

Designemos el origen de coordenadas con la letra O; el eje de 
abscisas, con las letras Ox y el eje de ordenadas, con las letras Oy. 
Las letras x e y se colocan en las figuras al lado de los ejes co¬ 
rrespondientes, sobre sus direcciones positivas, respecto del punto 0, 
allí donde se interrumpen las representaciones de los ejes; de este 
modo, la misma situación de las letras O y x en la figura nos 
señala la dirección del eje de abscisas, y la situación de las letras 
O o y, la dirección del eje de ordenadas. 

Por lo tanto, ya no será menester denotar 
con flechas las direcciones positivas de los 
ejes; por esto mismo, a continuación, care¬ 
cerán de ellas los ejes coordenados repre¬ 
sentados en las figuras. 

Sea M un punto arbitrario del plano. 

Hallemos las proyecciones del punto M 
sobre los ejes coordenados, es decir, trace- Fig. 6. 

mos por el punto M perpendiculares a los 

ejes Ox y Oy; designemos los pies de estas perpendiculares por 
M x y M y , respectivamente (fig. 6). 

Se llaman coordenadas del punto M, en el sistema dado, a los 
números 

x=0M x , y = OM y , _ (1) 

en donde OM x es la magnitud del segment o 0M X del eje de las abs¬ 
cisas, y 0M y , la magnitud del segmento OM y del eje de las orde¬ 
nadas. El número x se llama primera coordenada o abscisa del punto M, 
el número y, segunda coordenada u ordenada del mismo punto. Si 
se quiere indicar abreviadamente que el punto M tiene la abscisa x 
y la ordenada y, se emplea la notación AI (x\ y). Si se deben con¬ 
siderar varios puntos, éstos frecuentemente se designan con una 
misma letra y diferentes índices, por ejemplo, así: Af,, M„, .... Aí„; 
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las coordenadas de estos puntos se designan entonces con los ín¬ 
dices correspondientes y los puntos considerados se escriben así: 
M, (r,; i/,), (x 2 ; y.) . M„ (a„; 

8. Si se ha dado un sistema de coordenadas cartesianas rectan¬ 
gulares, cada punto del piano tendrá en este sistema un par deter¬ 
minado de coordenadas x e y. Reciprocamente, para cualquier par 
de números (reales) x, y, en el plano habrá un punto determinado 
cuya abscisa, en el sistema dado, sea x. y cuya ordenada sea y. Para 
trazar un punto, conociendo sus coordenadas x e y, es necesario 
marcar en el eje de las abscisas, partiendo del origen, de coordenadas, 
un segmento OM x , cuya magnitud sea igual a x, y en el eje Oy un 
segmento 0M y , cuya magnitud sea igual a y (las direcciones en las 
que se deben marcar los segmentos se determinan por los signos de 
los números x, y)\ luego, trazando por el punto una recta pa¬ 
ralela al eje Oy, y por el punto M y una recta paralela al eje Ox. 
hallaremos el punto buscado Af, como el punto de intersección de 
las rectas trazadas. 

9. Ya se explicó en el n° 4 cómo se introduce un sistema de¬ 
coordenadas en la recta. Introduzcamos ahora en cada uno de los 
ejes coordenados Ox y Oy un sistema de coordenadas, manteniendo 
la unidad lineal dada y las direcciones dadas de los ejes Ox y Oy, 
y tomando para cada eje el punto O como origen de coordenadas. 

Consideremos un punto arbitrario Al y su proyección M x sobre 
el eje Ox. 

El punto Ai* tiene en el eje Ox una coordenada igual a la 
magnitud del segmento OAf*; este valor lo habíamos llamado (en 
el n° 7) abscisa del punto At. De esto se deduce que: la abscisa del 
punto At es igual a la coordenada del punió M x en el eje Ox. 
Análogamente: la ordenada del punió M es igual a la coordenada 
del punto M, en el eje Oy. Estos resultados, a pesar de su clari¬ 
videncia, son para nosotros de gran importancia. Estos son preci¬ 
samente los que, al considerar los puntos en el plano, nos permi¬ 
ten aplicar los teoremas 1 y 2 (n° 5) que expresan las propiedades 
conocidas del sistema de coordenadas en la recta. 

10. Para que nos sea más cómodo enunciar los resultados su¬ 
cesivos, vamos a convenir ahora sobre algunos términos. 

El eje Oy divide a lodo el plano en dos semiplanos; de ellos, 
al situado en la dirección positiva del eje Ox lo llamaremos dere¬ 
cho, al otro, izquierdo. 

Asimismo, el eje Ox divide al plano en dos semiplanos; al si¬ 
tuado en la dirección positiva det eje Oy lo llamaremos superior, 
el otro, inferior *). 


*) La justificación de estos nombres estriba en que. generalmente, los ejes 
coordenados se sitúan en las figuras de lal modo, que el eje Ox se vea dirigido 
hacia la derecha y el eje Oy hacia arriba. 
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11 . Supongamos que M es un punió arbitrario dei semiplano 
derecho; el segmento OM s tiene entonc es la dirección positiva del 
eje Ox; y, por lo tanto, la abscisa x=OM y del punto M es posi¬ 
tiva, Si el punto M está situado en el semiplano izquierdo, el 
segmento 0M S tiene la dirección negativa del eje Ox, y el número 
* = PM A . es negativo. Si, por último, el punto M está situado en 
el eje Oy, su proyección M x sobre el eje Ox coincide con el punto 0 
y v = OAt». es igual a cero. 

De este modo, tas abscisas de lodos los puntos situados en el 
semiplano derecho son positivas (x > 0); las abscisas de lodos los 
puntos situados en el semiplano izquierdo son negativas (x<0); 
las abscisas de los puntos situados en el eje Oy son iguales a cero 
<.v = 0). 

Efectuando un razonamiento análogo llegamos a la conclusión 
de que las ordenadas de los puntos situados en el semiplano superior 
son positivas (y > 0), las ordenadas de los puntos situados en el se¬ 
miplano inferior son negativas (y < 0) y las ordenadas de los puntos 
situados en el eje Ox son iguales a cero (i/ = 0). 

Señalemos, que las dos coordenadas del origen O son iguales a 
cero, .v = 0, i/ = 0, ya que éste es el punto de intersección de los 
ejes; por eso, se distingue, precisamente, este punto (es decir, las 
dos coordenadas, solamente para el punto 0 son iguales a cero). 
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Fig. 7. 



12. Los dos ejes coordenados dividen conjuntamente el plano en 
cuatro parles; éstas se llaman cuadrantes coordenados y se enumeran 
por una regla determinada. Precisamente, se llama primer cuadrante 
ai que está situado a la vez en los semiplanos derecho y superior; 
segundo cuadrante, al que está situado en los semiplanos izquierdo 
y superior; tercer cuadrante, al que está situado en los semiplanos 
izquierdo e inferior y, cuarto cuadrante, al que está situado en 
los semiplanos derecho e inferior. (La enumeración de los cuadran¬ 
tes coordenados se muestra en la fig. 7.) 
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Supongamos que las coordenadas del punto M son x e y. De lo 
precedente se deduce que: 

si -v > 0 , y > 0 , ei punto M está situado en el primer cuadrante; 

si x < 0, y > 0, el punto M está situado en el segundo cuadrante; 

si x < 0, y < 0, el punto Al está situado en el tercer cuadrante; 

si x > 0, y < 0, el punto Af está situado en el cuarto cuadrante. 

El estudio de los semiplanos y de los cuadrantes coordenados 
es de gran utilidad, pues ayuda a hallar fácilmente la posición de 
los puntos dados según los signos de sus coordenadas. 

13. Acabamos de estudiar el sistema cartesiano rectangular de 
coordenadas. Este sistema es el más usual. Sin embargo, en al¬ 
gunos casos, al examinar ciertos problemas, suelen ser más prácti¬ 
cos otros sistemas. Hagamos referencia, en pocas palabras, a los 
sistemas cartesianos cuyos ejes forman un ángulo cualquiera. 

Este sistema de coordenadas se determina por una unidad de 
medida dada y por dos ejes Ox, Oy que se cortan en el punto 0, 
formando un ángulo cualquiera (distinto de 0 o y de 180°). Sea M 
un punto arbitrario del plano. Tracemos por el punto M rectas 
paralelas a los ejes Ox y Oy y designemos con M x y M los pun¬ 
tos respectivos de intersección de estas rectas con estos ejes (flg. 8). 

Se llaman coordenadas del punto M, en el sistema considerado, 
a los números 

x = 0/VJ A ., y — OMy, 

en donde OM x es la magnitud del segmento OM x del eje Ox y OM y 
es la magnitud del segmento (TM y del eje Oy. 

En el caso particular, en que el ángulo formado por los ejes Ox, 
Oy sea recío, el sistema de coordenadas descrito resulta ser el 
sistema cartesiano rectangular. Si el ángulo formado por ios 
ejes Ox y Oy no es recto, este sistema de coordenadas se llama 
cartesiano oblicuo. En lo sucesivo, en este libro, no se usarán 
las coordenadas cartesianas oblicuas. Por eso, generalmente, a las 
coordenadas cartesianas rectangulares las llamaremos simple¬ 
mente coordenadas cartesianas. 


§ 4. Coordenadas polares 

A continuación estudiaremos el llamado sistema de coordenadas 
polares-, éste es generalmente muy útil y de frecuente empleo. 

El sistema de coordenadas'polares se determina por un punto O, 
llamado polo, por un rayo OA, que parte de este punto, llamado eje 
polar y por una unidad para la medida de longitudes. Además, para 
determinar por completo el sistema polar se debe indicar qué direc¬ 
ción de las rotaciones alrededor del punto O se toman por positivas. 
Por lo general, se toman por positivas las que se efectúan en 
«dirección contraria a la del movimiento de las agujas de un reloj». 
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Supongamos dados e! polo y el eje polar (fig. 9). Consideremos 
un punto arbitrario M y designemos por p su distancia al punto 
O (p =*■] OAi |), por 8, el "ángulo que debe girar el rayo OA para 
coincidir con el rayo OM (0= / AOM). El ángulo 0 se debe 
entender así como se ha convenido en trigonometría (o sea, te¬ 
niendo en cuenta el signo y salvo un sumando de la forma ±2nn). 

Los números p y 0 se llaman coordenadas del punto M.(respecto del 
sistema considerado). El número p se llama coordenada primera 
o radio polar, el número 0, coordenada segunda o ángulo polar. 




Nota 1. Entre todos los valores posibles del ángulo polar del 
punto Ai se elige uno, precisamente, aquél que satisface a la desigualdad 
—n <0^n; 

ejte valor se llama principal. Puede decirse, que como valor prin¬ 
cipal del ángulo polar se toma el ángulo en el cual debe girar el 
rayo OA para coincidir con OA-f; pero la rotación en uno u otro 
sentido no debe ser mayor de 180°. En particular, cuando la direc¬ 
ción del rayo OM es opuesta a la del rayo OA son posibles dos 
rotaciones de 180°; entonces se elige la rotación positiva, es decir, 
como valor principal del ángulo polar se toma 0=n. 

Nota 2. Si el punto M coincide con O, tenemos p = |OM| = 0. 
Por lo tanto, la primera coordenada del polo es igual a cero. Es 
evidente, que la segunda coordenada no tiene un valor determinado. 

15. En algunos casos suelen usarse simultáneamente los sistemas 
cartesiano y polar. En taies casos surge el problema siguiente: 
calcular las coordenadas cartesianas de un punto conociendo sus 
coordenadas polares, y viceversa, calcular las coordenadas pola¬ 
res conociendo sus coordenadas cartesianas. Vamos a deducir 
ahora las fórmulas de tal transformación de coordenadas (I as 
fórmulas de paso de las coordenadas polares a las 
cartesianas y viceversa), para el caso particular en que 
el polo del sistema polar coincida con el origen de las coordenadas 
cartesianas rectangulares, y el eje polar, con el semieje positivo de 
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abscisas (fig. 10). Por otra parte, en la definición del ángulo polar 
se considerarán como positivas las rotaciones en la dirección en 
que se debe girar el semieje positivo Os de la manera más corta, 
para hacerle coincidir con el semieje positivo Oy. 

Sea M un punto arbitrario del plano, (x, y) sus coordenadas 
cartesianas, (p; 0) sus coordenadas polares. Describamos una cir¬ 
cunferencia de radio p con el centro en el polo O, y considerémosla 
corno circunferencia trigonométrica y el eje O.v como diámetro ini¬ 
cial. Bajemos del punto M perpendiculares a los ejes Ox, Oy, sus 
pies los indicaremos p or M x y M s . respectivamente, (véase la 
fig. 10). El segmento OM x representa la línea del coseno del 
ángulo 0; por consiguiente, OM, = | OM [ cos0. El segmento OM y 
es la linea del seno del ángulo 0; por lo tanto, OM f e=\OM |senO. 
Pero OM x = x, OM y = y, |0/Vl| = p; de este modo, de las relaciones 
precedentes, se tiene 

x<=>pcos0, i/=psen 0 (1) 

Estas son las fórmulas que expresan las coorde¬ 
nadas cartesianas mediante las polares. Las expre¬ 
siones de las coordenadas polares mediante las cartesianas 
se pueden obtener de estas mismas fórmulas o directamente por: 

p = Vs + ¡?. tg« = £. (2) 

Advirtamos, que la fórmula \gñ = £ no determina por completo 
el valor principal del ángulo polar; para precisar, es necesario 
saber si el valor de 0 es positivo o negativo. 

Ejemplo. Dadas bs coordenadas cartesianas rectangulares de un punto: 
(—2; 2). hallar sus coordenadas polares (suponiendo que el polo coincide con el 
origen del sistema cartesiano, y que el eje polar coincide con el semieje positivo 
de las abscisas). 

-Solución. Aplicando las fórmulas (2) tenemos: 

p = 2/2, Ig 0> -1. 

3 1 

De la segunda de estas igualdades hallamos que ü-e-^-n o 0 = —— .1. Como 
el punto dado está en eí segundo cuadrante, debemos elegir como valor princi¬ 
pal el primero de los valores indicados 0. Por lo tanto, p=*2y r 2. 0=— jt. 
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PROBLEMAS ELEMENTALES DE LA GEOMETRIA 
ANALITICA PLANA 


§ 5. Proyección de un segmento. 

Distancia entre dos puntos 

16. En los estudios que se hacen a continuación se supone que 
se ha dado un sistema de coordinadas determinado. Cuando 
digamos que se han dado unos puntos, se sobreentenderá que se 
conocen sus coordenadas. Un problema, en el que se pida buscar 
un punto desconocido, se considerará re¬ 
suelto, si se han hallado sus coordenadas. 

En este capítulo se estudiarán las 
soluciones de una serie de problemas 
elementales de la geometría analítica. 

17. Sean dados un segmento arbi¬ 
trario MiM t y un eje u (fig. II). 

Bajemos desde los puntos M, y M., 
perpendiculares al eje u y designemos 
ios pies de las mismas mediante P, 
y P t , resp ectiv amente. Consideremos el F| 8- 

segmento P l P 1 del eje u cuyo origen 

y extremo son, respectivamente, las pr oyec ciones del 
origen y d ei ex tremo del segmento dado La magnitud 

del seg mento P¡P¡ del eje u se llama proyección del segmento con¬ 
siderado M,M., sobre el eje u, y se escribe asi: 

pr„ M,M,=P,P i . 

Según esta definición, la proyección de un segmento sobre un eje 
es un número 4 , éste puede ser positivo (fig. II), negativo (fig. 12 .a) 
o igual a cero (fig. 12. b). 

Frecuentemente, es necesario calcular en geometría analítica las 
proyecciones de un segmento sobre los ejes coordenados. 
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Convengamos en designar la proyección de un segmento arbi¬ 
trario sobre el eje Ox con la letra mayúscula X, y la proyección 
sobre el eje Oy, con la letra mayúscula Y. 

Ei problema del cálculo de X e Y, conociendo los puntos dados 
M L M t se resuelve aplicando el teorema siguiente: 



", 

M, 


i 

i 

I 



Teorema 3. Cualesquiera que sean lo s pun tos M¡ (*,; y ,) 
y /Vtj (x a ; i/.), las proyecciones del segmento M,M 2 sobre los ejes 
coordenados' están dadas por las fórmulas: 

X = x t - Xi . y = y,-y,. (1) 

Demostración. Bajemos desde los punios M, y M ? perpen¬ 
diculares al eje Ox y designemos los pies de éstas mediante P x 
y P 2 (fig. 13). Según el n" 9, las coordenadas de estos puntos en 
el eje Ox son iguales a x x , x„ respectivamente. De aquí y según 
el teorema 1 n c 5, 

P x P,= Xi x x . 

Pero P x P 2 = X, y, por lo tanto, X — x x ~x¡. La igualdad Y = Q,Q S = 
= Ui~y¡ se establece por analogía. Con esto el teorema queda 
demostrado. 

De este modo, para obtener las proyecciones de un segmento 
sobre ¡os ejes coordenados es necesario restar las coordenadas de su 
origen de las coordenadas respectivas de su extremo. 

Supongamos que el origen M, del segmento coincide con él 
origen de coordenadas 0; entonces, x, = 0, y x = 0. En este caso, 
designemos el extremo del Segmento con la letra M y las coorde¬ 
nadas del punto M con las letras x, y. Según las fórmulas (1), 
tenemos que 

X = x. Y=y; (!') 

aquí X e Y son las proyecciones del segmento OM. El segmento 
OM que une el origen de coordenadas con el punto M, se llama 
radio vector de este punto. Las igualdades (1') expresan, el hecho 
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evidente de que las coordenadas cartesianas rectangulares de un 
punto son las proyecciones de su radio vector sobre los ejes coorde¬ 
nados 

18 . Uno de los problemas elementales que más frecuentemente 
se suele resolver en geometría analítica es el de la determi¬ 
nación de la distancia entre dos puntos dados. 
Cuando los punios se dan mediante las coordenadas cartesianas 
rectangulares, la solución del problema la da el teorema siguiente: 

Teorema 4. Cualquiera que sea la posición de los puntos 
4f, fjfj; t/,) y M. t (*,, y„) en el plano, la distancia d entre ellos se 
determina por la fórmula 

d = V(x í -x ¡ )* + (y t -y ¡ }> (2) 

Demostración. Manteniendo las mismas no aciones del teo¬ 
rema anterior, designemos con la letra iV el punto de intersección 




de las rectas M ,Q, y M,P, (fig. 13). Como el triángulo M,Vf„Af 
es rectángulo, según el teorema de Pitágoras, tenemos 

d^VM^+MtN*. 

Pero, es evidente que las longitudes de los catetos M t N y /M S V 
coinciden con lo s valores absolutos de las proyecciones X, / de' 
segmento M¡M t sobre los ejes coordenados y, por lo tanto, 

d=vx *+y*. 

Aplicando ahora el teorema 3, obtenemos 

d = /(-V,—+ (y a —y,T-, 
que es lo que se quería demostrar. 

Ejemplo. Hallar la distancia entre los puntos ¿M,(—2; 3) y M, (ó; 4). 
Solución. Aplicando la fórmula (2) leñemos: 

«!=/|5-(-2)]t-H4-3>-- = /‘5Ü = 5K2. 
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IR. Consideremos de nuevo el segmento M¡M„. Tracemos por 
su origen A?, un rayo u que sea paralelo ai eje Ox y que tenga el 
mismo sentido que éste (fig. 14). Designemos con tt el ángulo en el 
que hay qu e hace r girar el rayo u para que éste tenga la dirección del 
segmento M V M¿, este ángulo lo tomaremos así como está conve¬ 
nido en trigonometría (es decir, teniendo en cuenta el signo y a 
salvo de un sumando de la forma ±2nrc). 

El ángulo 6 lo llamaremos ángulo polar del segmento A 
con respecto a los ejes coordenados. Es evidente que ü representa 
el ángulo polar del punto Ai, en el sistema polar de coordenadas, 
que tiene el polo en el punto Af, y cuyo eje polar coincide con 
el rayo «; la longitud d del segmento considerado representa en 
este sistema el radio polar del punto Af s . 

Tomemos ahora el punto Af, como origen de un nuevo sistema 
de coordenadas cartesiano, cuyos ejes tengan la misma dirección 
que los ejes del sistema cartesiano primitivo (en la fig. 14 los 
nuevos ejes están rep resent ados con rayas de trazo). Las proyec¬ 
ciones del segmento M,M. sobre los ejes respectivos de los siste¬ 
mas primitivo y nuevo son iguales; los designaremos, como se hizo 
anteriormenle, mediante X e Y. 

Los números X, Y son las coordenadas cartesianas del punto A4„ 
en el nuevo sistema- Aplicando las fórmulas ( 1 ) del n° 15, obte¬ 
nemos; 

X = d cose. Y = d senO. (3) 

Las fórmulas (3) expresan las proyecciones sobre los ejes coorde¬ 
nados de un segmento arbitrario medíanle su longitud y su ángulo 
polar. 

Aplicando el teorema 3, de estas fórmulas hallamos; 

x 2 — a-, = dcos0, y t —y l = dsen6, (4) 

de donde 

cosO=í>^!. sen(5) 

Aplicando las fórmulas (5) podemos determinar el ángulo polar 
del segmento conociendo las coordenadas del extremo y del origen (es 
necesario hallar antes d, aplicando la fórmula (2>). 

En muchos casos resulta ser muy útil la fórmula 

‘s 0= l£r* (6) 

x t — 

que se deduce inmediatamente de la fórmula (4). 

Ejemplo I. Hallar las proyecciones del segmento sobre los ejes coordena¬ 
dos conociendo su longitud d—2y2 y el ángulo polar 6 = J35°. 


26 



Solución. Aplicando las fórmulas (3), hallamos: 

X = 2Y"2 eos 135*=2/y (' 2, 

Ejemplo 2. Hallar el ángulo polar del segmento que tiene la dirección 
del punto Af t <5; V 3) al punto M; <6; 2 \ r 3). 

Solución. Empleando la fórmula (2). tenemos 

d=V\ 6—5)* + (2^3-V r 3T)*-2. 

Aplicando ahora las fórmulas (5). hallamos: 

I i/"3* 

cos0=y. senfl—y. 

Por lo tanto, el valor principal del ángulo es: 0 = 60*. 


20. Supongamos que u e s un eje arbitrario y que <p es el ángulo que 
forma el segmento M t M t con él; precisamente <p es el ángulo en 
el que debe hacerse girar e l eje u para que su dirección coincida 
con la del segmento M,M t . 



Fig. 15. 


Para calcular la proyección del segmento Af,M, sobre el eje u 
se emplea ia fórmula 

pr„M,AÍ 2 = dcos<p, (7) 

es decir, la proyección de un segmento sobre un eje arbitrario es 
igual at producto de su longitud por el coseno del ángulo que forma 
con el eje. 

No es necesario dar la demostración de la fórmula (7), ya que 
realmente no se diferencia de la primera de las fórmulas (3) del 
n° 19. Obsérvese solamente que el signo del ángulo no altera el 
valor del coseno; por eso. al ángulo <p, en la fórmula (7), se le 
puede atribuir el sentido que se da a los ángulos en la geometría 
elemental: sin tener en cuenta el signo u entre los límites de 0 a 
a 180°. 
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Si el ángulo ip es agudo, el costp y la proyección del seg¬ 
mento son positivos (fig. 15, o); si <p es obtuso, el cosrp y 
la proyección del segmento son negativos (fig. 15, b). Si q> es 
recto, la proyección es igual a cero. 

Ejempl o. Da dos los puntos M|(l; 1) y Al, (4; 6). hallar la proyección 
de! segmento M,M¡ sobre el eje que pasa por los puntos A (1: 0) y fi(5: 3) en 
dirección de A a S. 



Solución. Des ignemo s por u d eje considerado, por q> el ángulo for¬ 
mado por el segm ento i'tiAtj y el eje u, por 0 y 8' los ángulos polares de los 
segmentos Al.A), y ~AÜ (véase la fig. 16. en donde están representados los án¬ 
gulos indicados con el vértice en el punto At,). Es evidente que coscp=. 
= cos(0—0')- Supongamos que X, Y son las proyecciones del segmento Al, Al, 
sobre los ejes coordenados; X'. Y', las proyecciones del segmento AB sobre los 
mismos ejes; d y d‘, las longitudes de los segmentos M,Af, y ~a6. Por la tór- 
mula (7). 

pr„ Al,Al, = d eos <p = d eos (8—0") d (eos0 cos$'+sen 8 sen 0'). 


De aquí que, aplicando las fórmulas (3) del n° 19, tenemos 

. tttt jfX x' , Y V'\ XX'+YY' 
pr„M,M,=d (-J • -¿r +-J • y-J -=- j. -. 

Aplicando ahora los teoremas 3 y 4, hallamos: 

X=3, y-6. X' = 4, K'=3, d' = >A4q^5=5. 

Por to tanto. 




El problema está resuelto. 
28 



§ 6. Cálculo del área del triángulo 

21. Sean dados tres puntos A (x,; </,); B{x¿tj.) y C (x 3 ; ij 3 ), no 
situados en una recta. Deduciremos ahora la fórmula que expresa 
el área S del triángulo ABC mediante las coordenadas de sus vér¬ 
tices. Designemos con cpel ánguloformado por los segmentos AB y AC. 
y con d y d', las longitudes de los mismos. Como se sabe por la 
geometría elemental, el área del triángulo es igual a la mitad del 
producto de dos de sus lados por el seno del ángulo formado por 
ellos, por lo tanto, 

S — ^dd' sen<p. (1) 

Sea 0 el ángulo polar del segmento AB. Si la rotación más 
corta del segmento AB al segmento AC, en el ángulo <p, es 
positiva, el ángulo polar del segmento ~AC se obtiene sumando 
el ángulo <p al ángulo 0; designándolo con 0' hallamos: 0' = 0+<p 
(fig. 17, a). 



0 * 



Fig. 17. 


Si la rotación más corta de AB a AC es negativa, el ángulo polar 
0' del segmento AC se obtiene restando el ángulo <p del ángulo 0; 
(en este caso , 0' = 0—(fig. 17, b). Por lo tanto, <p = ±(0' — 0); 
de aquí y de la fórmula (1) resulta 

S = ±jdd' sen (0' — 0) = 

= ±ydd'(sen0'cos0 —cos0'sen0). (2) 

Designemos las proyecciones del segmento AB sobre los ejes 
coordenados mediante X, Y, y las proyecciones del segmento AC, 
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mediante X' Y'. Por las fórmulas (3) del n° 19, tenemos: 
X=dcosO, / = dsenO. 

X'=d'cosG', V , ' = d'scnO'. 

Abriendo paréntesis en el segundo miembro de la igualdad (2) 
y aplicando las últimas relaciones, hallamos 

S=±±(XY'-X’Y). (3) 

Por el teorema 3 del n° 17, 

X = x t —x v Y = y t -y x , 

X’ = x t —x x , Y' = 

Sustituyendo estas expresiones en la fórmula (3), obtenemos: 

S= ± jlfo-JiMí/s-í/i)—«/«)]• (4) 

La expresión que figura aquí entre corchetes representa un deter¬ 

minante de segundo orden *), por eso, la fórmula (4) se puede 
escribir también del modo siguiente 

jfcS ■ |*-*i*-*«|. (5) 

2 |.v a — A’, f/ a — */, I 

El resultado obtenido nos permite enunciar el siguiente teorema: 


Teorema 5. Cualesquiera que sean los tres puntos A (x,: y,), 
y,,) y C (.v a ; y,), no situados en una misma recta, el área S 
del triángulo ABC se da por la fórmula (5). El segundo miembro 
de esta fórmula es iguul a +S, si la rotación más corta del seg¬ 
mento AB al segmento AC es positiva, e igual a —S, si esta rota¬ 
ción es negativa. 

Ejemplo. Dados los puntos <4(1; I), B (6; 4) y C (8; 2), hallar el área 
del triángulo ABC. 

Solución. Por la fórmula (5) 


I 

T 


x s —x, 

Xj-X, 


Vi—Vi _L 6 3 

v.-tn “271 


— 8= —S. 


Por lo tanto, S = 8. El liecho de que en este caso el segundo miembro de 
la tórntula (5) es negativo, pone de manifiesto que la rotación más corta del 
segmento AB al segmento AC es negativa. 


§ 7. División de un segmento en una razón dada 

22. Uno de los problemas elementales de la geometría analítica 
que más aplicaciones tiene es el de la división de un seg¬ 
mento en una razón dada. Antes de precisar el contenido 

*) Las nociones fundamentales sobre los determinantes se dan en el apén¬ 
dice (véase la pág. 216). 
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de este problema tenemos que explicar detalladamente qué se so¬ 
breentiende al hablar de «lo razón en que un punió divide un seg¬ 
mento dado». 

Supongamos que se han dado en el plano dos puntos arbitrarios 
distintos, uno de los cuales se toma como primero y el otro como 
segundo. Designémolos en este mismo orden mediante Ai, y 
Tracemos por ellos una recta u, e indiquemos en ella la dirección 
positiva; de este modo, convertimos a ésta en un eje. 

Supongamos ahora que M es un punto del eje u distinto del 
punto M t (fig. 18). 



SI X está definido por la igualdad 



en d onde Al, Al y MM 2 son lus magnitudes de los segmentos diri¬ 
gidos /VI, A'/ y Al Al., d el efe u, se dice que el punió M divide al 
segmento dirigido M , M t en la razón X. 

Nota I. El número X no depende del modo en que se haya 
elegido la dirección positiva en el eje u, determinado por los 
puntos Al, y /Vf s . 

En efecto, si cambiamos en esta recta la dirección positiva por la 
opuesta, cambian simultáneamente de signo las magnitudes de los 
segmentos /VI, Al y Ai Al, (conservando su módulo); es evidente que 
el valor de la razón no se altera. 

/Vi Aij 

Nota 2. El número X no depende tampoco de la unidad ele¬ 
gida para la medida de longitudes. En efecto, al cambiar la unidad 
de medida, las magnitudes de todos los segmentos del eje Af,/Ví 2 
se multiplican por un mismo número y, por lo tanto, la razón 
M,M „ 

MM¡ n ° Vana - 

Nota 3. Si el punto M coincidiese con el punto M., tendría¬ 
mos que la igualdad (1) no determinaría ningún número (va que 
Al Ai 2 = 0). En este caso decimos (por razones que se aclararán en 
el siguiente n°) que la razón es «infinita». 
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23. Supongamos que se ha elegido en la recta A l ,A1, la direc¬ 
ción positiva de tal modo, que el segmento tiene la misma 

dirección positiva; M¡M t será, entonces, un número positivo. Si 
el punto M está situado entre los puntos Al, y Ai., los nú¬ 
meros A1,A1 y AfAÍ 3 serán también positivos y, por tanto, la razón 
k = ser ^ positiva. Si el punto M se aproxima al punto 
M„ el número A se aproxima a cero (A se anula cuando el punto 
Al coincide con el punto M,); si el punto Al se aproxima al punto 
Al,. A crece indefinidamente, o como se dice, tiende al infinito 
(por eso se dice que A es «infinito» cuando el punto Al coincide 
con el punto Al.,). 

Supongamos ahora que el punto Al está situado en la recta 
determinada por los puntos Al, y .Al,, fuera del segmento 
Ai,Al,. En este caso, uno de los números A!,A!, A! Al, es positivo 
y, el otro, negativo; y, como A1,A1 y Al Al, son magnitudes de 
M M 

distintos signos, A*=^£ será un número negativo. 

24. En geometría analítica el problema de la división de un 
segmento en una razón dada consiste en lo siguiente: halla r las 
coordenadas del punió M (desconocido) que divide el segmento M,A1. 

en una razón dada A, si se conocen las 
coordenadas de los dos punios .Al, (x,;i/,) 

y aí,(*»; f/ 3 ). . 

La solución de este problema la 
da el siguiente teorema: 

Teorema 6. Si el punto M (r, y) 
divide el segmento Al,Al, en la razón A, 
las coordenadas de este punto se 
expresan mediante las fórmulas 

* 1+A ’ y l+A '' 

Demostración. Designemos con />„ P , y P las proyeccio¬ 
nes respectivas de los puntos Al,, Al, y Al sobre et eje Ox (fig. 19). 
Aplicando el teorema de la geometría elemental sobre la proporcio¬ 
nalidad de los segmentos de las rectas, comprendidos entre rectas 
paralelas, tenemos: 



PP.¡ MM ,' 


■ A. 


( 3 ) 


Según el teorema 3 (n° 17), 

/>,P=.r—x„ PP t = 
Por esto y por la igualdad (3), tenemos 

X -=Í! = A. 

Xt—X 


X,—X. 
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Despejando la incógnita x, hallamos: 

1+x ’ 

De este modo, hemos obtenido la primera de las fórmulas (2). La 
segunda se obtiene análogamente proyectando sobre el eje Oy. El 
teorema queda demostrado. 

Nota. Las fórmulas (2) carecen de sentido, si X — — 1, puesto 
que los denominadores se anulan (1+X = 0). 

Pero en este caso el problema estudiado no tiene solución: en 
efecto, ningún punto puede dividir al segmento Mi/Vf, en la razón 
X =■ — I, ya que. si = — 1 ■ tendríamos que M t M= —MM¡ 
y /V!,M + MM, lo que es imposible, puesto que los 

puntos Al, y A'f, se suponen distintos. 

25. Señalemos un caso particular del teorema anterior, muy 
importante: si M, (x,; (/,) y M, (x,; y¡¡) so n dos p unios arbitrarios 
y M (.v; y) es el punto medio del segmento Ái,AÍ¡, se tiene 

Estas igualdades se deducen de las fórmulas (2) n° 24 para X = 1 *). 
Por consiguiente, podemos afirmar que cada coordenada del punto 
medio del segmento es igual a la semisunm de las coordenadas co¬ 
rrespondientes de sus extremos. 

Ejemplo 1. Dados los puntos M,(l; 1) y Al, (7: 4), hallar, en la recta 
que estos puntos determinan, un punto Al que esté situado entre los puntos Al, 
y Al,, y que oslé dos veces más próximo ai punto Al, que al pun to Al,. 

Solución. El punto buscado divide al segmento A1,A1, en la razón 
X— -i-. Aplicando las fórmulas (2) del n° 24. hallamos las coordenados de este 
punto: x=3. g*=2. 

Ejemplo 2. Dados los puntos Al,(1; I) y M,(7; 4), hallar, en la reda 
Al,Al,, fuera del segmento limitado por los puntos Al, y Al,, un punto Al que 
esté dos veces más próximo al punto Al, que al punto Al.._ 

Solución. El punto buscado divide al segmento 01,41, en la razón 
X= — -j . Aplicando las fórmulas (2) del n° 24, hallamos las coordenadas de 
este punto; x<= —5, u= —2. 

Ejemplo 3. Dados los vértices de un triángulo A (5, —1). B(—1; 7), 
C(l; 2), hallar la longitud de su bisectriz interior trazada desde el vértice A. 

Solución. Designemos con Al el punto de intersección de la bisectriz 
considerada y el lado BC, con c y b las longitudes de los lados AB y AC. Como 
bien se sabe por la geometria elemental, la bisectriz trazada desde cualquier 
vértice del triángulo divide al lado opuesto de éste vértice en partes proporcio¬ 
nales a los lados adyacentes. De este modo, el punto Al divide al segmento 

•) SI Al es el punto medio del segmento Al,,Vi,, se tiene que .VI,A1 = Al,V1,. 
y, por lo tanto, X=-^j- = l. 


2 Ji 33G4 
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SC en la razón X. siendo 


> BM c 

“ MC~b' 

Aplicando la fórmula (2) del n° 18. hallamos las longitudes de los lados AB 
y AC: 

c= y (5+ l)--r(— 1 -7)-= 10. (5 — l)‘-¡-(—l—2) í = 5. 

Por lo tanlo, X = 2. Aplicando las fórmulas (2) del n 8 24. hallamos las 

coordenadas del punto M: x =4-. u = ~. 

3 3 

Aplicando de nuevo las fórmulas (2) del n 8 18, obtenemos la longitud de la 
beseclrlz buscada: AM -- 

O 

,..,a ie ?' pl ° 4 En los pun*<* /»,(*,: y,). M, y.) están 

Situadas las masas m ¡ , m t . /n s . Hallar el centro de gravedad de este sistema 
de masas. 

Solución. Hallemos, en primer lugar, el centro de gravedad M' (*'; y') 
de un sistema de dos masas, m, y m,. Por la conocida regla de la mecánica, el 
cenlro de gravedad del sistema de estas masas divide al segmento A-f,Ad„ en 
partes inversamente proporcionales a las masas m, y m,. es decir, en la razón 

= Por las fórmulas (2) del n° 24. hallamos: 


■Ci"i| A-*2 m, 
m, + m. 


»i +— L * 


m i + ,n i 


Sea M (a*; y) el centro de gravedad del sistema de tres masas m„ m*. 
La posición del punto Al no varía al concentrar las masas m t v m % en él 
punto M . Mejor dicho, el punto M es el centro de gravedad del siguiente 
sistema de dos masas: de la masa m 3 colocada en el punto M*. y de 1 h masa 
+ colocada en el punto Al'. Por tanto, podemos hallar el punto M como 
el punto que divide al segmento ,vFJf 3 en la razón X =^—. 


Aplicando ias fórmulas (2) del n° 24. obtenemos: 


m l 4 - m. ¿ 







de gravedad de este sistema se obtienen por tas fórmulas 
x C|«i, + x¡iw, + ...-i-jr t m t 
r«i + m s +... + m A 
Vi'"i + y~m i +... +y í m¡, 

m i+' n t+••• + '"* 

Para su deducción se deben aplicar las fórmulas (2) del n° 24 y el método 
de inducción matemática. 

§ 8. Transformación de un sistema de coordenadas 
cartesianas en otro por traslado paralelo de los ejes 

26. Corno ya sabemos, la posición de las figuras geométricas 
consideradas en los problemas de la geometría analítica se determina 
con relación a un sistema de coordenadas. Sin embargo, puede 
surgir la necesidad de hacer un cambio del sistema de coordenadas, 



con respecto al cual se dan los datos del problema considerado, a 
otro sistema que, por ciertas razones, resulta ser más conveniente. 
Pero, generalmente, un punto arbitrario tiene diferentes coordenadas 
en diferentes sistemas de coordenadas. Por eso, cuando al considerar 
una cuestión se utilizan dos sistemas de coordenadas, surge la 
necesidad de calcular las coordenadas de un punto arbitrario en 
uno de estos sistemas, conociendo sus coordenadas en el otro sistema. 
En este caso se utilizan las fórmulas de transformación 
de coordenadas, conforme al cambio efectuado del sistema. 

27. En primer lugar vamos a establecer las fórmulas de 
transformación de coordenadas cartesianas en 
una traslación paralela de los ejes, es decir, vamos a 
efectuar un cambio del sistema cartesiano de coordenadas, según el 
cual, el origen de coordenadas cambia de posición y las direcciones 
de los ejes (y la unidad de medida) se mantienen inalterables. 

Sean Ox y Oy los ejes coordenados primitivos, e O'x' y O'y', 
los ejes nuevos (fig. 20). Las coordenadas primitivas del nuevo origen 
O'(a; b) determinan la posición de los ejes nuevos con respecto 


2* 
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al sistema primitivo. Al número a lo llamaremos magnitud de 
traslación en dirección de! eje Ox y al número b, 
magnitud de traslación en dirección del eje Oy. 
Un punto arbitrario Al del plano tiene ciertas coordenadas (a-, y) 
respecto a los ejes primitivos; este mismo punto tendrá otras 
coordenadas respecto a los ejes nuevos: (*'; y'). Nuestro propósito 
consiste en establecer las fórmulas que expresen x, y mediante 
a', y' (o a', y' mediante a, y). 

Proyectemos el punto O' sobre el eje Ox y el punto ;Vf sobre 
los ejes Ox y O'x'. 

Designemos la proyección del punto O' sobre el eje Ox por 0' x , 
las proyecciones del punto Af sobre ios ejes Ox y O'x' por M„ y M x -. 
Evidentemente, la magnitud del segmento 0' X M X del eje Ox 
es igual a la magnitud del segmento 0’Al.t'del eje O'x'. Pero 
0‘M x -**x'\ por lo tanto, 0' x M„=x'. Además, 00' x **a, OM x = x. 
Por la identidad fundamental (véase n° 3). 

0M x = 00' x -\- O x M x , 

por esto, y por las razones expuestas anteriormente, tenemos que 
x = x‘ + a. Trazando las proyecciones sobre los ejes Oy y O'y' de 
modo análogo, hallamos que y — y'+b. 

De suerte que, 

x = x' + o, y = y' + b. (1) 

Estas son las fórmulas buscadas. Se pueden escribir también del 
modo siguiente: 

x' =*x —a, y' = y —b (1') 

El resultado obtenido se puede enunciar asi: al hacer un traslado 
paralelo del sistema cartesiano de coordenadas en la magnitud a, en 
dirección del eje Ox, y en la magnitud b, en dirección del eje Oy, 
las abscisas de todos los puntos disminuyen en la magnitud a, y las 
ordenadas, en la magnitud b. 

§ 9. Transformación de un sistema de coordenadas cartesianas 
rectangulares en otro por rotación de los ejes 

28. Vamos a establecer a continuación las fórmulas de 
transformación de coordenadas cartesianas 
rectangulares en otras al efectuar una 
rotación de los ejes, es decir, al hacer un cambio del 
sistema cartesiano rectangular de coordenadas, según el cual, los dos 
ejes giran en un mismo ángulo y en una misma dirección, y el origen de 
coordenadas, así como la unidad de medida, se mantienen inalterables. 

Sean Ox y Oy los ejes primitivos, Ox' y Oy' los ejes nuevos 
(fig. 21). El ángulo que deben girar los ejes primitivos para coin¬ 
cidir con los nuevos determina la posición de los ejes nuevos con 
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respecto al sistema primitivo. Esie ángulo se designará con la letra a 
y se definirá así como en la trigonometría (las rotaciones positivas 
se definen como en ei n° 15). 

Un punto arbitrario M del plano tiene ciertas coordenadas (x; y) 
respecto a los ejes primitivos; este mismo punto tendrá, por lo 
general, otras coordenadas (x'\ y') respecto a los ejes nuevos. 
Precisamente, x = OM x , y = OM , x-' = OM x -, y'=OM y -, (véase la 
fig. 21). 



Nuestro propósito consiste en establecer las fórmulas que expresen 
x', y' mediante x, y o x, y mediante x ', y'. 

Designemos con (p, 0) las coordenadas polares del punto Ai, toman¬ 
do Ox como eje polar, y con (p, 0'), las coordenadas del mismo punto M, 
tomando Ox' como eje polar (en cada caso p = |OM|). Es evidente 
que 0=>0' + a. Según las fórmulas (1) del n° 15, 

.e = pcos0, y = psen0, 

y análogamente, 

*'-=pcos0', jr' = psen0'. 

De este modo, 

x => p eos 0 = p eos (0' a) = p (eos 0' eos o—sen 0' sen a) a 
«= p eos 0' eos a — p sen 0 ’ sen a = x' eos a— y' sen a. 
y = p sen 0 = p sen (0' -+• a) = p (eos 0' sen a-f sen 0' eos a) = 

= p eos 0' sen a + p sen 0' eos a = jt' sen a -f y' eos a. 

Asi pues 

x — x' eos a — y' sen «, 1 
y = *'sena-)- i/'cosa.j ' ' 

Estas son las fórmulas buscadas , es decir, las fórmulas que expresan 
las coordenadas primitivas (x: y) de un punto arbitrario Al mediante 
las coordenadas nuevas (V; y') de este mismo punto al girar los 
ejes en un ángulo a. 
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Las fórmulas que expresan las coordenadas nuevas x', y' del 
punto M mediante sus coordenadas primitivas x, y, se pueden 
obtener de las igualdades (1), considerándolas como un sistema 
de dos ecuaciones con dos incógnitas x\ y‘ y resolviendo este 
sistema respecto a x\ y'. Pero estas fórmulas se pueden obtener 
inmediatamente mediante el razonamiento siguiente: si el sis¬ 
tema nuevo se obtiene girando el Sistema primi¬ 
tivo en un ángulo o, el sistema primitivo se 
obtendrá girando el sistema nuevo en el ángulo — a; 
por tanto, en las igualdades (1) se pueden permutar las coorde¬ 
nadas primitivas y nuevas, cambiando a la vez a por —a. Efec¬ 
tuando esta transformación obtenemos: 

x' = x eos a + y sen a, 
y' = — xsena+i/cosa, 

que era lo deseado. 

§ 10. Transformación de las coordenadas cartesianas 
rectangulares al efectuar un cambio de origen 
y una rotación de los ejes 

29. A continuación estudiaremos un desplazamiento de los ejes 
realizado mediante un traslado paralelo y una rotación 
sucesiva (se supone que la unidad de medida queda inalterable). 

Designemos con a la magnitud de traslación del sistema en 
dirección del eje Óx; con b, la magnitud de traslación del sistema 
en dirección de eje Oy, y con a el ángulo de rotación. Sean O'x' 
y O'y los ejes nuevos.’ Un punto arbitrario M del plano tiene 




Fig. 22. 


ciertas coordenadas (x; y) respecto a los ejes primitivos; este mismo 
punto tendrá, por lo general, otras coordenadas (x'\ y') respecto 
a los nuevos ejes. Nuestro proposito consiste en establecer las 
fórmulas que expresen x', y' mediante x, y, así como las que 
expresen x, y mediante x', y'. 
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Para resolver este problema introducimos un sistema auxiliar 
de coordenadas, cuyos ejes tengan ia dirección de los ejes del 
sistema primitivo y cuyo origen coincida con el origen del sistema 
nuevo (fig. 22 ); sean O'x" y O'y" los ejes del sistema auxiliar y 
x", y" las coordenadas del punto Ai respecto a estos ejes. Como 
el sistema auxiliar se obtiene por un traslado paralelo del sistema 
primitivo en la magnitud a en dirección del eje Ox y en la mag¬ 
nitud b en dirección del eje Oy. por el n° 27, tenemos; 

x = x" + a, 
y=*y“+b. 

Como después, el sistema nuevo se obtiene por rotación del sistema 
auxiliar en el ángulo a, según el n° 28. tendremos; 

¡C =x eos a — y' sen a, 
y" = x sen a -| -y' eos a. 

Sustituyendo estas expresiones de xf. y’ en los segundos miembros 
de las igualdades anteriores, obtenemos: 

x = x'cosa — i/'sena + a, ... 

#=*'sen a+</'eos a' ' 

Despejando aqui x', y', hallamos: 

*'= (*-o) eos a + ( 0 - 6 ) sen a. i 

y'= ~ (x— a)sena-j-(y —ó)cosa. j '' 

Los dos últimos pares de fórmulas son las buscadas. 

Las fórmulas (1) expresan las coordenadas primitivas de 
un punto arbitrario mediante sus coordenadas nuevas; las fór¬ 
mulas ( 2 ) expresan, por el contrario, las coordenadas nuevas 
mediante las primitivas. 

El resultado obtenido se expresa en el siguiente teorema: 
Teorema 7. Si los ejes de un sistema cartesiano rectangular 
se trasladan en una magnitud q en dirección del eje Ox y en una 
magnitud b en dirección del eje Oy, y, además, giran un ángulo a 
(manteniendo inalterable ¡a unidad de medida), las ¡ármalas de 
transformación de las coordenadas, correspondientes a este cambio 
del sistema, son 


x = x' eos a —y' sen cc+a, 
y = x' sen a + y' eos a + b. 


( 1 ) 


Estas fórmulas expresan las coordenadas primitivas x, y de un punto 
arbitrario del plano, mediante sus coordenadas nuevas x', y', y son 
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algebraicamente equivalentes a las fórmulas 

x' — (x—a)cosa + (y— 6)sena, 1 ,g, 

y' = — (x— o)sen« + (i/— ¿>)cosa, 1 

que expresan ¡as coordenadas nuevas mediante las coordenadas pri¬ 
mitivas. 


Ejemplo. Escribir las fórmulas de transformación de coordenadas que corres¬ 
ponden a un traslado de origen al punto 0' (2; 3) y a una rotación de los ejes 
en un ángulo de +45°. 

Solución. Poniendo en las fórmulas ( 1 ) a=2, 6=3, a =-2-, hallamos 


las expresiones de las coordenadas primitivas mediante las nuevas: 

*- x -yf+ 3 - 

De aquí (o de las fórmulas (2)) se obtienen las expresiones de las coordena¬ 
das nuevas mediante las primitivas: 


= í±y _ 

vs y~2 



Nota. Por lo general, los ejes coordenados se sitúan en las figuras de tal 
modo, que para hacer coincidir el semieje positivo de abscisas con el semieje 
positivo de ordenadas es necesario hacerle girar (del modo más corto) en 
dirección contraria a la de las agujas de un reloj. En este 
caso se dice que el sistema de coordenadas es de mano derecha. Sin em¬ 
bargo, a veces, se usa un sistema de ejes situado de otro modo, de manera que 
la rotación más corta del semieje positivo de abscisas hacia el semieje positivo 
de ordenadas tenga el sentido del movimiento de lasagujas de un reloj. 
En este caso, se dice que el sistema de coordenadas es de mano i i q u i e r d a. 

Sean dados dos sistemas coordenados (cartesianos y rectangulares). Si los dos 
son de mano derecha, o de mano izquierda, se puede hacer coin¬ 
cidir los ejes de uno de ellos con los del otro mediante un traslado paralelo 
y una rotación sucesiva en cierto ángulo: por esto, y por lo anterior, se deduce 
que. al pasar de uno de estos sistemas al otro, las coordenadas de cualquier 
punto de) plano se transforman por las fórmulas (1). Si u n o de los sistemas es 
de mano derecha y el otro de mano izquierda, no se podrá hacer 
coincidir los ejes de un sistema con los ejes del otro medíanle una traslación y 
una sucesiva rotación; precisamente, si hocemos coincidir el semieje positivo de 
abscisas de uno de los sistemas (el primitivo) con el semieje positivo de abscisas 
del otro sistema (el nuevo) mediante un traslado y una rotación, los semiejes 
positivos de ordenadas tendrán direcciones opuestas entre sí. Por tanto, al pasar 
en este caso de uno de los sistemas al otro, la transformación de coordenadas se 
determinará por las fórmulas que resultan al cambiar el signo de y'. que figura 
en las fórmulas (I). De este modo, las iórmuias generales de transformación 
de coordenadas cartesianas rectangulares (sin alteración de la unidad de medida) 
se pueden escribir asi: 


x=*'cosa ± g'sena+c, \ 
y=¿ sena ± / eos a+ó, J 


(3) 
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en donde a, b, son las coordenadas primitivas del origen nuevo, y a es el ángulo 
que hay que hacer girar al eje primitivo de abscisas para que tenga la misma 
dirección que el nuevo; los signos superiores en las fórmulas (3) corres¬ 
ponden al caso en que se pasa de un sistema de mano derecha a otro 
sistema del mismo sentido, o de un sistema de mano izquierda a 
otro sistema de igual sentido; los signos inferiores corresponden al caso 
de un sistema de sentido contrario. Es conveniente tener en cuenta 
también que. si el sistema primitivo es de mano izquierda, el anguio a se con¬ 
sidera positivo en la dirección del movimiento de las agujas de un reloj. 
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ECUACION DE UNA LINEA 


§ II. Noción de ecuación de una línea. Ejemplos de 
expresiones de lineas mediante ecuaciones 

30. En la geometría elemental sólo se estudian detalladamente 
unas cuantas líneas: la recta, la circunferencia, las quebradas. Sin 
embargo, las necesidades de la técnica plantean ante las matemáticas 
el problema general del estudio de una multitud de líneas de diversas 
formas y con diferentes propiedades. La resolución de este problema 
general requiere métodos más perfectos que los que emplea la geometría 
elemental. Estos métodos los proporciona el álgebra y el análisis 
matemático. El principio de la aplicación de los métodos del álgebra 
y del análisis se basa en un método semejante de representación de 
las lineas. Este método consiste en representar las líneas me¬ 
diante ecuaciones. 

31. Sean x e y dos cantidades variables arbitrarias. Esto significa 
que por las notaciones x, y se sobreentienden unos números (reales) 
cualesquiera. Una relación de la forma F(x, y) = 0, en donde 
F(x, y) denota alguna expresión que contiene a x, y, se llama 
ecuación de dos variables, x, y, si la igualdad F(x, y) — 0 
no siempre tiene valor, o sea. si no es válida para c u a I q u i er 
par de números a - , y. Así son, por ejemplo, las relaciones 
2x+7y— 1=0, -V s + ii s —25 = 0, senA + seny—1 =0, etc., etc. 

Si la relación F(x, y)==0 es válida para cualesquiera valores 
numéricos de x, y. se dice que es una identidad. Asi son, por 
ejemplo, las relaciones (x+yf— x s — 2xy— y* = 0, (x+y)tx — y)~ 
— X a + ^=0, etc., etc. 

A continuación, al considerar las ecuaciones de dos variables, 
puede ocurrir, que en el primer miembro de la ecuación figuren, 
además de x, y. otras letras como a, b. c, ...; en este caso se 
supondrá que éstas representan números fijos (aunque no estén 
indicados), denominados parámetros constantes de la ecuación. Por 
ejemplo, los parámetros de la ecuación ax+by — 1=0 son a y b. 
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32. Se dice que dos números x = x a , y =y 0 satisfacen 
a una ecuación de dos variables, si al sustituirlos en la ecuación, 
en lugar de las variables, resulta una igualdad verdadera. Por 
ejemplo, los números x = 3, y = 4 satisfacen a !a ecuación x 2 + y- — 
— 25-—0, puesto que al sustituir estos números en la ecuación, su 
primer miembro se anula; por el contrario, los números .t= 1, $f = 2, 
no satisfacen a esta ecuación, ya que al sustituirlos en ella obte¬ 
nemos en el primer miembro un número diferente de cero. 

33. Consideremos una ecuación arbitraria F(x, ¡/) = 0. Supon¬ 
gamos ahora que x e y no indican números cualesquiera, sino 
aquéllos que satisfacen a esta ecuación. En estas condiciones, 
las cantidades x, y pueden variar, pero ya no arbitrariamente una 
con relación a la otra: cada valor numérico de la can¬ 
tidad x da lugar a valores numéricos posibles de 
la cantidad y. En virtud de esto, se dice que la ecuación 
F(x, y) — 0 establece una dependencia funcional entre las 
variables x e y. 

34. La noción de ecuación de una linea es fundamental 
en la geometría analítica. Ahora explicaremos qué entendemos por esto. 

Supongamos dada una linea en el plano, en el cual se ha ele¬ 
gido un sistema de coordenadas. 

Una ecuación de dos variables F(x, y) = 0 se llama ecuación de 
la linea dada (con respecto al sistema de coordenadas elegido), si 
satisfacen a ésta las coordenadas x, y de todos los punios situados 
en la línea y no satisfacen a la misma las coordenadas de los puntos 
situados fuera de ella. 

De este modo, conociendo la ecuación de una línea para cual¬ 
quier punto del plano, se puede resolver la cuestión: si está situado 
el punto en la linea o no. Para esto es suficiente sustituir en la 
ecuación las coordenadas variables por las del punto estudiado; 
si estas coordenadas satisfacen a la ecuación, el punto está 
situado en la línea, de lo contrario, no lo está. 

Los métodos de la geometría analítica se basan en la definición 
citada; la esencia de ellos consiste en que el estudio de las líneas 
consideradas se efectúa mediante un análisis de sus 
ecuaciones. 

35. En muchos problemas, la ecuación de la linea desempeña 
un papel primario y la misma línea se considera como algo secun¬ 
dario. Mejor dicho, a menudo se da previamente una ecuación y, 
por lo tanto, se determina cierta linea. Esto se debe a la necesidad 
de representar geométricamente las dependencias funcionales. 

Si se da una ecuación y contestamos a la pregunta ¿“cuál es la 
línea que ella determina"? (o ¿cuál es la línea “dada por esta 
ecuación"?), resulta conveniente emplear la siguiente definición: la 
línea determinada por la ecuación dada (en un sistema coordenado) 
es el lugar geométrico de todos los puntos del plano cuyas coorde¬ 
nadas satisfacen a esta ecuación. 
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36. La línea determinada por una ecuación de la forma y = f(x) 
se llama gráfica de la función f(x). También sé puede decir que la 
línea determinada por una ecuación arbitraria F(x, y) = 0 es la 
gráfica de la dependencia funciona! establecida entre x e y por la 
ecuación. 

37. Las cantidades x, y se llaman coordenadas variables, puesto 
que se consideran como coordenadas dé un punto variable. Si en 



Fig. 23. Fig. 24. 


vez del cartesiano se emplea otro sistema de coordenadas, las coor¬ 
denadas variables se deben designar con otras letras, asi como se 
haya convenido para este sistema. 

38. Veamos algunos ejemplos elementales de determinación de 
las líneas por ecuaciones. 

1. La ecuación dada es x—y =0. Representándola en la forma 
y = x, llegamos a la conclusión de que: los puntos cuyas coordena¬ 
das satisfacen a esta ecuación, son aquéllos, y solamente aquéllos, 
que están situados en el primero o en el tercer cuadrante a iguales 
distancias de los ejes coordenados. Por lo tanto, ei lugar geomé¬ 
trico de los puntos, cuyas coordenadas satisfacen a la ecuación 
dada, representa la bisectriz del primero y tercer ángulos coorde¬ 
nados (fig. 23). Esta es la linea determinada por la ecuación 
x—y=>0 (es a la vez la gráfica de la función y = x). 

2. La ecuación dada es x + p = 0. Representándola en la forma 
y** — x , llegamos a la conclusión de que: los puntos cuyas coor¬ 
denadas satisfacen a esta ecuación, son aquéllos, y solamente aqué¬ 
llos, que están situados en el segundo o cuarto cuadrante a igual 
distancia de los ejes coordenados. Por lo tanto, el lugar geométrico 
de los puntos cuyas coordenadas satisfacen a la ecuación dada, 
representa la bisectriz del segundo y cuarto ángulos coordenados 
(fig. 24). Esta es la linea determinada por la ecuación .í + p —0 
(es a la vez la gráfica de la función y——x). 

3. La ecuación dada es .r ! —p 2 = 0. Representándola en la forma 
(* —ü)(x -+•{/) = 0, llegamos a la conclusión de que: los puntos 
cuyas coordenadas satisfacen a la ecuación dada, son aquéllos, 
y solamente aquéllos, que satisfacen a la ecuación x—y=0, o a la 
ecuación // = 0. De este modo, la línea determinada por la 
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ecuación x 2 — y 2 —O, se compone de los puntos de las dos bisec¬ 
trices de los ángulos coordenados (iig. 25). 

4. La ecuación dada es x t + y- = 0. Como para valores reales 
de x, y, los números x" e y- no pueden tener signos distintos, al 
sumarlos, éstos no pueden eliminarse; por tanto, si x 2 + y 2 = 0, 



tendremos que x = 0 e i/ = 0. Asi pues, a la ecuación dada satisfa¬ 
cen solamente las coordenadas del punió O (0; 0). Es decir, el lugar 
geométrico de los puntos, cuyas coordenadas satisfacen a la ecuación 
x 2 + y*= 0 lo constituye un solo punto. En este caso, se dice que 
la ecuación determina una linea degenerada. 

5. La ecuación dada es A. -í -f ij > + I =0. Como para cualesquiera 
valores de x e y, los números x 2 e y- no son negativos, so tiene 
que je*-|_y*-j -1 >0. Esto significa que no hay ningún punto cuyas 
coordenadas satisfagan a la ecuación dada; esta ecuación no deter¬ 
mina en el plano ninguna figura geométrica. 

6 . La ecuación dada es p=acos0, en donde a es un número 
positivo y las variables p y 0 son coordenadas polares. Designemos 
con M el punto cuyas coordenadas polares son (p; 0). con A el 
punto cuyas coordenadas polares son (o; 0). Si p = acos9, el ángulo 
OMA es recto, y viceversa. Por lo tanto, el lugar geométrico de los 
puntos, cuyas coordenadas polares satisfacen a la ecuación p — ecos 6, 
representa’una circunferencia de diámetro igual a O A (fig. 26). 

7. Sea dada la ecuación p = o0, en donde a es un número posi¬ 
tivo. Para figurarnos la línea determinada por esta ecuación, 
supongamos que 0 crece partiendo de cero y observemos el movi¬ 
miento correspondiente del punto variable M (p; 0), cuyas coorde¬ 
nadas satisfacen a esta ecuación. Si 0=0, también será p = 0. Si 
0 crece, partiendo de cero, tendremos que p aumentará proporcio¬ 
nalmente a 0 (el número a es el coeficiente de proporcionalidad). 
Así se ve, que el punto variable M (p; 0), partiendo del polo del 
sistema de coordenadas, se mueve alrededor de éste (en dirección 
positiva) alejándose al mismo tiempo de él. De este modo, el punto M 
describe una espiral; la espiral determinada por la ecuación 
p = a0 se llama espiral de Arquimedes (fig. 27). 
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Si el punto M (p; 0) se mueve por la espiral de Arquímedes y, 
partiendo de una posición arbitraria, da una vuelta completa alre¬ 
dedor del polo en dirección positiva, el ángulo 0 aumentará en 2a 




y el radio polar p en 2 oji. De aquí se deduce que la espiral de 
Arquímedes divide cada rayo polar en segmentos iguales (sin contar 
el segmento contiguo a! polo); todos estos segmentos tienen una 
longitud constante, igual a 2 an. 



La ecuación p = n0, en donde o es un número negativo, 
determina una espiral de Arquímedes «invertida», cuyos puntos 
corresponden a valores negativos de 0 (íig. 28). 
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8. La ecuación dada es p = -|-, en donde a es un número positivo; 
estudiemos la linea que ella determina. Tomemos un valor positivo 
de 0, por ejemplo 0 = y , a él le corresponde el punto M, ( ; -j j. 

Si aumentamos 0 indefinidamente, tendremos que p tenderá a cero, 
puesto que es inversamente proporcional a 0; por lo tanto, el punto 
variable M( p; 0 ) se mueve alrededor del polo en dirección positiva 



Fig 29. 


y, a su vez, tiende indefinidamente al polo (fig, 29). Supongamos 
ahora que 9 disminuye desde el valor de y, tendiendo a cero; 
entonces tendremos que p — oo y el punto /Vi (p; tt) tenderá al 
infinito. Para estudiar más detalladamente el movimiento del 
punto Al. hallemos su proyección sobre el eje polar y designémosla 
mediante P\ es evidente, que PM — p sen t> (véase la segunda fórmula 
(1) n # 15). Por la ecuación dada, se tiene, psen9 = «^jp. Pero 
como bien se sabe por el análisis, — 1 para ft •— 0. Por tanto, 
PM tiende a a, si 0 — 0. De aquí llegamos a la conclusión de que. 
al tender el punto Ai hacia el infinito, éste se aproxima a la recta 
paralela al eje polar situada a la distancia u del mismo. 

Como vemos, la ecuación dada, asi como en el ejemplo anterior, 
determina una espiral; esta espiral se llama hiperbólica. 

La ecuación p = , en donde « es un número negativo, de¬ 

termina una espiral hiperbólica «invertida», cuyos puntos corres¬ 
ponden a valores negativos de 0 (fig. 30). 

9. La ecuación dada es p = cA en donde a es un número positivo 
mayor que la unidad. Esta ecuación determina una espiral llamada 
logarítmica. 

Para concebir las particularidades de la espiral logarítmica, 
supongamos que 0 —-t»; en este caso p — a 1 —--|-oo y, por tanto, 
el punto variable Al (p; 0) se aleja indefinidamente del polo, al 
moverse alrededor de di en direccío'n positiva. Si, partiendo de una 
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posición arbitraria, el punto M da una vuelta completa alrededor 
del polo en dirección positiva, a su ángulo polar se le suma 2 n y 
su radio polar se multiplica por a*’ (puesto que a ttí ' = a , o 5 ' : ). Por 
tanto, con cada vuelta alrededor del polo crece el radio polar de! 
punto M y este crecimiento es en progresión geométrica (con la 
razón a 2 '.) 



Supongamos ahora que 0—* — oo; entonces p —. 0 y el punto M, 
al girar alrededor del polo (en dirección negativa), se acerca inde¬ 
finidamente o él (fig. 31). 

Si a es menor que la unidad (siendo positivo), la ecuación 
P = ° determina una espiral logarítmica «invertida» (fig. 32). En este 




caso, al girar alrededor del polo en dirección positiva, el punto M 
se acerca indefinidamente al polo y, al hacerlo en dirección nega¬ 
tiva, se aleja de él indefinidamente (ya que, si 0 < o < 1 , tenemos 
que a —*0 para 8—► + <» y a’—*--foo para 0 —— oo). 

Si a—1, la ecuación p =a‘ determina una circunferencia, pues 
para cualquier valor de 0 se tiene que p = l. 
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Acabamos de exponer algunos ejemplos tan sencillos de ecua¬ 
ciones, que las líneas determinadas por ellas se aprecian inmedia¬ 
tamente. En casos más complicados resulta más dificultoso, incluso 
la representación aproximada (con una exactitud dada) de la línea, 
cosa que exige la aplicación de diversos métodos de! análisis y de 
la geometría analítica. 

§ 12. Ejemplos de deducción de ecuaciones de líneas 
previamente dadas 

39. En el párrafo anterior se expusieron algunos ejemplos de 
determinación de una linea mediante su ecuación. Ahora vamos a 
considerar algunos ejemplos de carácter opuesto; en cada uno de 
ellos la linea se define geométricamente y se trata de hallar su 
ecuación (o como se suele decir, «deducir» la ecuación de la línea 
definida geométricamente). 



Si la linea se ha determinado como el lugar geométrico de los 
puntos que satisfacen a una condición determinada, expresando esta 
condición mediante coordenadas, obtenemos cierta dependencia entre 
ellas. Esta será la ecuación de la línea considerada, puesto que a 
ella satisfacen las coordenadas de un punto cuando, y sólo cuando, 
la situación de este punto satisface a la condición acordada, es decir, 
cuando el punto está situado en la línea dada. 

40. Ejemplo. Dado un sistema cartesiano rectangular de coordenadas, 
deducir la ecuación de la circunferencia con centro en el punto C (a: P) y radio 
igual a r(íig. 33). 

Designemos el punto variable con ta letra ,Vf y sus coordenadas (es decir, 
las coordenadas variables) con las letras rey. La circunferencia dada es el lugar 
geométrico de los puntos, cada uno de los cuaíes está a la distancia r del punto C; 
por lo tanto, el punto Al está situado en la circunferencia dada si, y solo si, 

CM = r. (1) 

Por la fórmula (2)n° 18, tenemos CAt = /(x—<x) 2 +(y—P)‘. Sustiluyendo en la 
igualdad (I) esta expresión de CAI •) obtenemos: 

V (x — a)- + Iff —p) s = r. (2) 


*) Véase 13 llamada al final de la pág. 14. 
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Hemos hallado la ecuación que relaciona las caulidades x, y, y a la que 
satisfacen las coordenadas de aquellos puntos y sólo de aquellos que están situados 
en la circunferencia dada. Por lo tanto, esta es la ecuación buscada. El problema 
queda resuelto. 

41. Elevando al cuadrado los dos miembros de la igualdad (2) obtenemos 
la ecuación ordinaria de una circunferencia de centro 
C (a; P) y radio r: 

<*-a)»4Uf-p) J = rs. (3) 

Esta ecuación se presenta frecuentemente en muchos problemas de la geometría •). 
Para o = 0, p = ü, tenemos la ecuación de una circunferencia con 
el centro en el origen de coordenadas: 

**+**“'*- (4) 

42. Ejemplo. Deducir la ecuación de la trayectoria del punto M, que 
durante su movimiento está dos veces más próximo al punto A 12; 0) que al 
punto li (8; 0 ). 

Designemos con x e y las coordenadas del punto M (es decir, las coordenadas 
variables) Por las condiciones del problema, el punto Al siempre está dos veces 
más próximo al punto A que al punto ñ. o sea. 

2AM = BM. (5) 

Por la fórmula (2) n° 18. 

AM = f{x-IY + yK ^SM = (x-8)* + y«. 

Por esto y por las fórmulas (5). tenemos: 

2 \í -2)» + V» = V[X - 8>* + y)‘. (6) 

Hemos obtenido la ecuación que relaciona las cantidades x e y, A ella satisfacen 
las coordenadas de cualquier punió de la trayectoria considerada v no satisfacen 
las coordenadas de los otros puntos del plano. Por lo tanto, lista'es la ecuación 
buscada. El problema queda resuelto. Solamente se puede Iratar de modificar 
la forma de esta ecuación y reducirla a otra más simple. Con este fin, elevemos 
al cuadrado los dos miembros de la ecuación (6). Obtenemos la ecuación 
4|(x-2)H-p’l = (x-8)> + p», 

la cual es equivalente a la ecuación (6) **) Abriendo paréntesis, hallamos: 

4x»-ie.r+l6+4y» = x=— !(w + 64 + p» 
o 

x*-(-p I =l6. 

Una vez hallada esta ecuación de la trayectoria, podemos apreciar su íorma. 
En efecto, comparando la ecuación obtenida con la ecuación (4) del n‘41. dedu¬ 
cimos que: la ecuación considerada es una circunierencia que tiene el centro en 
el origen de coordenadas y el radio /-=4. 


') Puede ocurrir que. al elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuación, 
resulte una ecuación no equivalente a la origina!, o sea. que a ella satisfagan 
también tales valores de * e y que no satisfacen a la ecuación inicial En el caso 
considerado no ocurrirá esto, pues la ecuación (3) es equivalente a la ecuación (2). 
En efecto, ex trayendo la raíz c uadrada de los dos miembros de ia ecuación (3), 
se tiene J-y (x—a)’ + (y—(1) ¡ = ±Pero es necesario tomar el signo-)- en el 
segundo miembro, ya que en caso conlrario resultaría una igualdad errónea 
De este modo, la ecuación (2) se deduce de la ecuación (3), así como la ecuación (3) 
se deduce de la ecuación (2). 

*•) Se demuestra de igual modo que en el n*4l. 
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43. Ejemplo. Hallar la ecuación de ¡a recia en coordenadas polares, 
conociendo la distancia p del polo a la recta y el ángulo 0 O del eje polar al rayo 
dirigido desde el polo y perpendicular a la recta (íig. 34). 

Solución. Sea a una recta arbitraria, y P el pie de la perpendicular 
bajada del polo O a ella; según la condición, se conocen 0P = p y el ángulo 9 0 
que forma el eje polar con el rayo OP. Tomemos en el plano un punto arbitrario 



M (p; 0). Evidentemente, el punto M está situado en la recta a si, y sólo si. 
la proyección del punto M sobre el rayo OP coincide con el punto P. es decir, 
si p eos <p = p, en donde qi= / POM. Observando que q=0—0„ (o que q>=0 0 —0, 
tenemos de aquí la ecuación buscada de la recta a en la forma p eos (ti—0„) = p; 
aqui. las coordenadas variables son p y 0. 


§ 13. El problema de la intersección de dos líneas 


44. En geometría analítica frecuentemente se suele resolver el 
siguiente problema: 

Dadas las ecuaciones de dos líneas. 

F(x,y) = 0, d) (x, y) = 0. 


hallar sus puntos de intersección. 

Como siempre se hace en geometría analítica, ai decir «hallar los 
puntos», se supone, «calcular sus coordenadas». E! principio de reso¬ 
lución de este problema se percibe inmediatamente de la definición 
de la ecuación de una linea, dada en el n°34. 

En efecto, cada punto de intersección de las lineas dadas es un 
punto común. Por lo tanto, las coordenadas de tal punto tienen 
que satisfacer tanto a la ecuación F (x, <y) = 0 como a la ecuación 
d< {x, y) = 0. Resolviendo simultáneamente estas ecuaciones hallamos 
todos ios puntos de intersección de las lineas dadas. Cada solución 
del sistema 


F(x. y) = 0. 
y) =0 


} 


proporciona uno de los puntos buscados. Claro está que la realización 
práctica de este principio general puede dar lugar a cálculos compli¬ 
cados. 
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Ejemplo !. Dadas las ecuac!onesdedoscircunIerencias(x—1)*+(¡/—3) 2 = 4 
y (a— 3)>-(-(y—5) ! =4, hallar sus puntos de intersección. 

Solución. Abriendo paréntesis y pasando todos los términos al primer 
miembro, podemos escribir las ecuaciones dadas en la forma: 

+ 2r—6y+6 = 0. x ! +y=—6x—l<ty + 30=0. (1) 

Restando la segunda ecuación de la primera, obtenemos: 4x+4u—24=0 
o :/=—x + 6. Agrupando esta ecuación con la primera ecuación de fas dadas, 
obtenemos el sistema: 

** + p 5 —2x—6¡r+6 = 0, \ 

y=-x+6. | w 

El sistema (2) es equivalente al sistema (1)*). Por esto, el problema se reduce 
a 1a resolución de este sistema. Poniendo y=—x+6 en la primera de las 
ecuaciones (2). se tiene: 

x«+x a —12*4-36— 2x+6x—36 + 6=0, o x ! —4x + 3=0. 

De aquí que <i., = 2t V 4—3. es decir. x t =1. x, = 3. Una vez hallados los 
valores de x, encontramos los valores correspondientes de y por la ecuación 
y — — x+6; para a, = I tenemos y, =5, para x, = 3 leñemos y¡ = 3. De este 
modo los puntos buscados son (I; 5) y (3; 3). 

Ejemplo 2. Dadas las ecuaciones de dos lineas: x+y = 0 (la bisectriz 
del segundo ángulo coordenado) y (x—5) s +0* = l (una circunferencia), hallar 
sus punios de intersección. 

Solución. Formamos el sistema 

(x-5í»+ il »-l. 1 

x+y = 0. / 

Ponemos en la primera ecuación — x (de la segunda). Obtenemos: (x—5)* + 
+ x a =l, o a' 1 — !«-)-12=0. De aquí que 



Como Y —23 es un número imaginario, llegamos a ia conclusión de que el sistema 
no tiene soluciones reales y. por lo tanto, las lineas dadas no se cortan. 


§ 14. Ecuaciones paramétricas de una línea 

45. Supongamos dado un sistema de coordenadas y dos funciones 
de un argumento /: 

i (l) 

Convengamos en considerar las cantidades x e y, para cada valor 
de /, como las coordenadas de un punto Af. Al variar/, varían también, 
por lo general, xe y, y, por tanto, el punto Af se desplaza por el plano. 
Las igualdades (1 ) se llaman ecuaciones paramétricas de la trayectoria 
del punto Ai; et argumento t se llama parámetro variable. 

Las ecuaciones paramétricas desempeñan un papel muy impor¬ 
tante en la mecánica, donde se emplean como ecuaciones del mo¬ 
vimiento, Asi pues, si un punto material M se mueve en el plano, 

*) Puesto que el sistema (2) se ha deducido del sistema (I), por su parte, 
el sistema (I) puede ser deducido lácilmente del sistema (2). 
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en cada instante t tendrá determinadas coordenadas x, y. Las ecua¬ 
ciones que expresan rejen función del tiempo t se llaman ecua¬ 
ciones del movimiento de] punto M\ éstas son de la forma (!). 

En mecánica se dice, que el movimiento de un punto material 
está dado en forma matemática, si se han dado sus ecuaciones, 

46. Supongamos que una linea está determinada mediante sus 
ecuaciones paramétricas *=<p(/), y = y(<) como la trayectoria del 
punto M(x; y). 

Si F(x, y) = 0 es consecuencia de las ecuaciones dadas, a ella 
satisfacen las coordenadas ar=<p(/), i/=i)>(/) del punto M para 
cualquier t. Es decir, el punto M se moverá por la linea F(x, y) = 0. 
Si el punto A! recorre toda esta linea, F(x,y) = 0 representará la 
ecuación ordinaria de la trayectoria del punto M. El paso de las 
ecuaciones paramétricas *=cp(/), p = \p(/)ala ecuación F{x,y) = 0 
se llama eliminación del parámetro. 

Ejemplo. Las ecuaciones ar=reos t. y^r sen t son las ecuaciones para- 
métricas de una circunlerencia con centro en el origen de coordenadas y radio r. 
En efecto, elevando estas ecuaciones al cuadrado y sumándolas miembro a 
miembro resulta x 1 + y- =. r*. De aquí se ve que el punto M (x, «i se mueve por 
la circunferencia Indicada. Como, además, el parámetro / toma todos los valores 
numéricos posibles, el rayo O.M (que forma con el eje Ox el ángulo l) ocupará 
todas las posiciones posibles. Por lo tanto, el punto M recorrerá toda la circun¬ 
ferencia (infinitas veces, al crecer Indefinidamente t). 

47. Sea p = / (6) la ecuación polar de una línea. Esta misma 
línea se puede determinar en coordenadas cartesianas mediante las 
ecuaciones paramétricas 

x — f (9) eos 0, 
p = /(8)sen 0. 

Para obtener estas ecuaciones es suficiente sustituir p por la fun¬ 
ción /(0) en las fórmulas x = pcos0, y = psen0 (véase n°l5). 

Ejemplo. Las ecuaciones polares de la espiral de Arquímedes, de la 
espiral hiperbólica y de la espiral logarítmica son p = o0, p = -g-, p=a\ 

respectivamente (véase n°38). De aqui hallamos, en coordenadas cartesianas, 
las ecuaciones paramétricas; las de la espiral de Arquímedes son: 

jr=o8cos0, j/=o9 senil; 
las de la espiral hiperbólica son: 

T _ a eos 9 ^ a sen 9 

y las de la espiral logarítmica son: 

x=a'cos0. y = o* sen 0. 

En todos estos casos se toma por parámetro el ángulo polar 9 del punto 
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§ 15. Líneas algebraicas 

48. El objetivo principal de la geometría analítica es el estudio 
de las líneas definidas por ecuaciones algebraicas respecto 
a las coordenadas cartesianas rectangulares. Estas son ecuaciones 
de la forma siguiente: 

Ax-¡- By + C = 0; (1) 

Ax* + Bxy 4- Cif -f Dx + Ey + F = 0; (2) 

Ax 3 -r Bx*y + Cxy 3 + Dy 3 + Ex 2 + Fxy + Gif + 

-r Hx + !y F K =0~. (3) 


Aqui A, B, C. D, E. etc. son números fijos, llamados coeficientes de 
las ecuaciones indicadas. 

La ecuación (1) se llama ecuación general de primer grado (los 
valores numéricos de sus coeficientes pueden ser cualesquiera, pero 
con la condición de que la ecuación verdaderamente contenga 
términos de primer grado, es decir, que se excluye el caso de que 
A y B se anulen simultáneamente); la ecuación (2) se llama ecuación 
general de segundo grado (los valores numéricos de sus coeficientes 
pueden ser cualesquiera, pero con la condición de que la ecuación 
verdaderamente contenga términos de segundo grado, es decir, 
que se excluye el caso de que A, B y C sean simultáneamente 
iguales a cero); la ecuación (3) se llama ecuación general de tercer 
grado (las valores numéricos de sus coeficientes pueden ser cuales¬ 
quiera, excluyendo el caso de que los cuatro coeficientes A, 
B, C y D sean iguales a cero). Las ecuaciones de cuarto, quinto, 
y etc. grados, son de forma análoga. He aqui algunos ejemplos 
de ecuaciones que no son algebraicas: 

y— sen.t = 0, 
y — logA. = 0, 

«/— 10 * = 0 . 

10* — 5>' — 1 = 0, 

2 *y—x—y = 0 . 

La línea que en un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares 
se determina por una ecuación algebraica de grado n, se llama linea 
algebraica de n-ésimo orden. 

49. Teorema 8. La línea que en un sistema de coordenadas cartesianas 
rectangulares se determina por una ecuación algebraica de grado n. se determina 
también en cualquier otro sistema de coordenadas análogas mediante una ecuación 
algebraica del mismo grado. 

Demostración. Supongamos que una linea está determinada en nn 
sistema de coordenadas, cuyos ejes son Ox y Oy. por una ecuación algebraica 
de grado n. Al pasar a otro sistema de coordenadas, cuyos ejes sean O'x . O y . 
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las coordenadas de todos los puntos del plano se translorman mediante las fór¬ 
mulas 

x—x cosa ± y' sena-f-a, \ ... 

¡r=*' sena ± y' eos a+b, f 

en donde los signos ante los segundos términos deben ser elegidos adecuadamente 
(véase la nota al final del n 3 29). Para obtener la ecuación de la misma linea 
en nuevas coordenadas se deben sustituir en sil ecuación los orguinenlos primitivos 
por los segundos miembros de las fórmulas (4). El primer miembro de esta 
ecuación representa una suma de monomios, cada uno de los cuales es un pro¬ 
ducto de potencias enteras y no negativas de las variables x e y tomadas con un 
coeficiente determinado. Después de sustituir x e y mediante las fórmulas (4) y, 
después de abrir paréntesis, obtenemos, en el primer miembro de la ecuación 
que se translorma, una suma de nuevos monomios, cada uno de los cuales es un 
producto de potencias enteras y no negativas de las nuevas variables x‘ e y' 
tomadas con un coeficiente determinado. Por io tanto, esta transformación man¬ 
tiene inalterable el carácter algebraico de la ecuación. 

Ahora tenemos que demostrar que el grado de la ecuación también queda 
inalterable. Esto es casi evidente. En efecto, como las expresiones de los 
segundos miembros de las fórmulas (4) son de primer grado respecto a x' e y ', 
al susliluir x e y por las mismas y abrir paréntesis, no puede aparecer en el 
primer miembro de la ecuación que se transforma ningún monomio de grado *) 
mayor a n respecto a las nuevas variables x'. y'. 

O sea, el grado de una ecuación algebraica no aumenta después de una 
transformación cualquiera del tipo indicado. Sin embargo, no está claro de 
antemano que el grado tampoco puede dtsminulr (mejor dicho, no vaya a ser 
que los monomios superiores se simplifiquen). Pero, si al pasar de un sistema 
cartesiano de coordenadas rectangulares a otro del mismo tipo disminuye el 
grado de lina ecuación algebraica, al hacer el paso inverso, el grado de la ecua¬ 
ción tiene que aumentar, lo que. como vimos, es imposible. El teorema está 
demostrado, 

El teorema establecido muestra que el carácter algebraico de la ecuación 
y el orden son propiedades Inherentes a la misma linea 
algebraica, es decir, que no dependen de la elección de los 
ejes coordenados. 

La teoría general de las líneas algebraicas es el objeto de tratados 
especiales de geometría analítica. En este libro haremos un estudio 
sistemático solamente de las líneas de primero y segundo orden. 

En los párrafos siguientes se establece que las líneas de primer 
orden son rectas (y sólo recias). 


”) Se llama grado de un monomio a la suma de los exponentes de las varia¬ 
bles que lo forman. 



4 . 


LINEAS DE PRIMER ORDEN 


§ 16. Coeficiente angular 

50. Supongamos dado un sistema de coordenadas cartesiano rec¬ 
tangular y una recta. Designemos con la letra a el ángulo que hay 

3 ue hacer girar el eje Ox para que su dirección coincida con una 
e las direcciones de la recta; al ángulo le añadiremos el signo 
más o menos, según que la rotación sea positiva o negativa. El 
ángulo a se llama ángulo de inclinación de la reda con el eje Ox. 

Si. después de una rotación del eje Ox. hemos conseguido que su 
dirección coincida con una de las direcciones de la recta, ai efectuar 
una rotación complementaria en el ángulo dr n, o ± 2n, o ± 3n, 



etc., etc., obtendremos nuevamente, en cada caso, una de las di¬ 
recciones de la recta dada. De este modo, el ángulo a puede tener 
un conjunto infinito de valores diversos, que difieren uno de otro 
en la cantidad ± nn, siendo n un número entero natural. Se loma 
frecuentemente por ángulo de inclinación de la recta con el eje Ox, 
el valor positivo menor del ángulo a (fig. 35, a, 35, b) y, si la 
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recta es paralela al eje Ox, el ángulo de inclinación se supone igual 
a cero. _ . 

Es conveniente notar que todos los valores del ángulo de incli¬ 
nación de una recta con el eje Ojt tienen una misma tangente 
.(puesto que tg (a ± im= tga). 

51 . La tangente del ángulo de inclinación de la recta con el eje Ox 
se llama coeficiente angular de esta recta. 

Designando el coeficiente angular con la letra k, escribimos esta 
definición así: 

k=*tga. (1) 

Si, en particular, a = 0, tendremos queá = 0, es decir, el coefi¬ 
ciente angular de una recta paralela al eje Ox es igual a cero. Si 
a=-j, tendremos que 6=tga pierde el sentido aritmético (no 
puede expresarse con ningún número), es decir, la recta perpendi¬ 
cular al eje O.v carece de coeficiente angular. Suele decirse a me¬ 
nudo que, si la recta es perpendicular al eje Ox, su coeficiente 
angular «se hace infinito»; con eso se expresa el hecho de que k —► oo 

para a — £ . 

El coeficiente angular es una característica fundamental de la 
dirección de la recta y constantemente se emplea en la geometría 
analítica y sus aplicaciones. 



52. Consideremos una recta arbitraría; supongamos, sin embargo, 
que ésta no es perpendicular al eje Ox. Tomemos en ella dos pun¬ 
tos cuales quiera, y¡) y M t (x¿ y,). El ángulo polar 0 del 

segmento M V M« es igual al ángulo de inclinación de la recta con¬ 
siderada con el'eje Ox y, por lo tanto, la tangente del ángulo 0 
es igual al coeficiente angular de esta recta (fig. 36); por esto, 
aplicando la fórmula (6) n° 19, hallamos: 
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(esta relación se observa fácilmente también de la fig. 36). Esta 
fórmula da la expresión del coeficiente angular de la recta mediante 
dos de sus puntos. 


§ 17. Ecuación de la recta dado su coeficiente angular 

53. Supongamos dada una recta, así como antes, pero que no 
sea perpendicular a) eje Ox. Vamos a deducir Ia ecuación de esta 
recta conociendo su coeficiente angular k y la magnitud b del seg¬ 
mento dirigido OB, que intercepta en el eje Oy (véase fig. 37). 

Designemos el punto variable con la letra M. y sus coordenadas 
con las letras x, y (o sea. las coordenadas variables); consideremos, 
además, el punto B( 0, b) de intersección de la recta con el eje Oy. 
Calculemos ei segundo miembro de la fórmula (2) n° 52, tomando 




por M, el punto B, y por Aí¡, ei punto M. Si el punto M está 
situado en la recta dada, haciendo los cálculos obtenemos el coefi¬ 
ciente angular de esta recta: 



( 3 ) 


si el punto M no está situado en la recta dada, esta igualdad no 
subsiste. Por consiguiente, la igualdad (3) es la ecuación de 
la recta dada (esto se observa también con facilidad en la fi¬ 
gura 37, si se tiene en cuenta que * — tga). Extrayendo el denomi¬ 
nador y pasando b al segundo miembro, obtenemos 

y = kx + b. (4) 

54. Así pues, cada recta no perpendicular al efe Ox puede ser 
deternimada por una ecuación de la forma (4). 

Reciprocamente, toda ecuación de la forma (4) determina una 
recta, cuyo coeficiente angular es k, que intercepta en el eje Oy un 
segmento de magnitud b. En efecto, si seda la ecuación y = kx + b, 
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entonces, cualesquiera que sean los números fe y 6, siempre se 
puede trazar una recta, cuyo coeficiente angular sea fe y que in¬ 
tercepte en el eje Oy un segmento OB de magnitud 6; pero, enton¬ 
ces, por lo señalado anteriormente, la recta trazada se determinará 
por la ecuación dada. La ecuación de la forma (4) se llama ecuación 
de la recta con coeficiente angular*). 

Ejemplo. Trazar la recta cuya ecuación es 



Solución. Marquemos en el ejeOgel segmento OB = 2 (tig. 38); tracemos 
«a la derecha» del punió S un segmento BN — 4 paralelo al eje Ox. y por el 
punto iV un segmento A'M = 3, en dirección al eje Oy («hacia arriba»). Uniendo 
luego los puntos B y Al, obtenemos la recta buscada (ésta intercepta en el eje 
Oy un segmento b='2 y forma con el eje Ox un ángulo cuya tangente es igual a */«)■ 

55. La función 

y = kx + b 

se llama lineal. Basándonos en lo expuesto podemos afirmar que 
la gráfica de la ¡unción lineal es una linea recta. 

Para 6 = 0, se tiene; 

y=kx. (5) 


Las variables x e y ligadas de este modo, se llaman proporcio¬ 
nales entre sí; el número fe se llama coeficiente de proporcionalidad. 
Por lo expuesto anteriormente, queda claro que la gráfica de la 
función y = kx es una recta que pasa por el origen de coordenadas 
y tiene el coeficiente angular fe. 

56. En muchos casos, suele ser necesario hallar la ecua¬ 
ción de la recta conociendo uno de sus puntos 
Af, ( x i< U\) y el coeficiente angular fe. La ecuación bus¬ 
cada se obtiene inmediatamente de la fórmula (2) n° 52. En efecto, 
sea M el punto variable y x e i/ sus coordenadas (variables). Si M 
está situado en la recta que pasa por el punto M, y tiene el coe¬ 
ficiente angular fe, por la fórmula (2) n° 52, se tiene 


y=y_, 

x—x t 


= fe; 


( 6 ) 


si el punto M no está situado en esta recta, la igualdad (6) no 
tendrá lugar. De este modo, la igualdad (6) es la ecuación buscada; 
ésta, por lo general, se escribe en la forma 

í/-í/i = *(*-*i)- ( 7 ) 


Observación. Si, particularmente, se toma por Af, (Aq; y,) 
el punto iB(0; 6), la ecuación (7) toma la forma (4). 


*) También se llama ecuación ordinaria de la recta o ecuación de la recta 
en función del coeficiente angular. (N del T). 
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57. Aplicando ia relación (7) resulta sencilla la resolución del 
siguiente problema: hallar la ecuación de la recta que 
pasa por dos puntos dados M¡(x¡; i/,) y Af 2 (.v 2 ; </ 2 ). 

Empleando la fórmula (2) n° 52, hallamos el coeficiente angu¬ 
lar de la recta 

,,_ y 5 -y. 

y, aplicando después la relación (7), obtenemos la ecuación buscada 


y-y i 


yt—ui 

x.—x, 


(x-x,). 


Está convenido escribir esta ecuación en la forma siguiente: 


y-y* 


( 8 ) 


Ejemplo. Hallar la ecuación de la recta que pasa por los puntos AI, (3; 1) 

¡solución. Sustituyendo en la relación (8) las coordenadas por las dadas, 
se liene 


o sea. 3x—2y —7^0. 


*—3 y —1 
— = —' 


§ 18. Cálculo del ángulo formado por dos rectas. 
Condiciones de paralelismo y de perpendicularidad de dos rectas 

58. Uno de los problemas corrientes de la geometría analítica 
es el del cálculo del ángulo formado por dos rectas. Aquí deduci¬ 
remos una fórmula que permite calcular el ángulo de dos rectas, 
conociendo sus coeficientes angulares (se supone que ninguna de 
estas rectas es perpendicular al eje Ox). 

Consideremos dos rectas; llamemos a una de ellas (a cualquiera) 
primera, a la otra, segunda (fig. 39). Designemos por It, y k.¡ los 
coeficientes angulares correspondientes de estas rectas, por <p el án¬ 
gulo de inclinación de la segunda recta a la primera, es decir, el 
ángulo que tiene que girar la primera recta para que su dirección 
coincida con una de las direcciones de la segunda recta. El ángulo <p 
lo consideraremos positivo o negativo, según que esta rotación sea 
positiva o negativa. Al hablar del ángulo de dos rectas se supondrá 
que se trata de! ángulo (p. 

Supongamos que a, es el ángulo de inclinación de la primera 
recta con el eje Ox. Si hacemos girar el eje Ox en el ángulo a„ su 
dirección coincidirá con una de las direcciones de la primera recta; 
si hacemos girar después el eje Ox en el ángulo ip, se obtendrá una 
de las direcciones de la segunda recta. Así pues, aumentando al 
ángulo a, el ángulo q>, obtenemos el ángulo de inclinación de la 
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segunda recta con el eje Ox\ designémoslo mediante a,. Por lo 
dicho, tenemos que 


De aquí, que 


Gc,-j-<p=a„ o <p = aj —a,. 


‘g<P = tg(«i-«i) = 


tgg.—Igg, 
l + 'g«i ' 


Pero tg a, — fe,, tg otj = fe,; por consiguiente, 
Esta es la fórmula que queríamos obtener. 


0 ) 



Si ip = y, la tangente del ángulo <p pierde el sentido aritmético 
(«se hace infinita»); en este caso (y sólo en este caso), ei denomi¬ 
nador del segundo miembro de la fórmula (I) es igual a cero. 

i 3 

Ejemplo. Dadas las rectas y = — yx+2,y = — ar + 3, bailar el ángulo 
formado por ellas. 

Solución. Aplicando la fórmula (I) hallamos: 



Asi pues, uno de los ángulos formados por las rectas es Igual a 45’. 

50. Al resolver diversos problemas de geometría analítica, suele 
ser importante establecer si dos rectas, cuyas ecuaciones son cono¬ 
cidas, son paralelas o perpendiculares entre sí. 

Esta cuestión también se resuelve con facilidad. 

Supongamos que se conocen los coeficientes angulares fe, y fe, 
de dos rectas. Designemos con a, y o, los ángulos de inclinación 




correspondientes de estas rectas con el eje Ox. Es evidente que las 
rectas dadas son paralelas si, y sólo si, sus ángulos de inclinación 
con el eje Ox tienen valores iguales, es decir, si tga,= tg«,. Pero 
tgOi = É,, IgOj = k,. Llegamos, por lo tanto, a la conclusión de 
que la condición de paralelismo de dos recias es la igualdad de sus 
coeficientes angulares: 

k 2 = k v 

Las rectas dadas son perpendiculares cuando, y sólo cuando, el 
ángulo (p formado por ellas es igual a y, es decir, cuando tg<p 
pierde el sentido aritmético; en este caso, el denominador del se¬ 
gundo miembro de la fórmula (1) es igual a cero, o sea, 1 -|-/e,á 2 = 0 . 
Por lo tanto, la condición de perpendicularidad de dos rectas es: 

Generalmente, la última relación suele escribirse de la forma 

(2) 

y la condición de perpendicularidad de dos rectas se formula co¬ 
rrespondientemente así: los coeficientes angulares de dos rectas per¬ 
pendiculares son recíprocos en valor absoluto y de signo contrario. 

Aplicando las reglas establecidas, podemos afirmar inmediata¬ 
mente, que las rectas y=^x — 1, i/ = -j.v + 5 son paralelas y que 
3 4 

las rectas ;/= y A-I- 2, y— — jx 3 son perpendiculares entre si. 

Ejemplo Hallarla proyección del punto P {4: 9) sobre la recta que pasa 
por los puntos A (3; 1) y B (5; 2). 

Solución. El punto buscado se halla resolviendo simultáneamente la 
ecuación de la recta AB y la ecuación de la perpendicular bajada desde el 
punto P a esta recta. Anle lodo, hallamos la ecuación de la recta AB: apli¬ 
cando la relación (8) n° 57, obtenemos: 



Para hallar la ecuación de la perpendicular bajada desde el punto P a la recta 
AB escribimos la ecuación de una recta arbitraria que pasa por el punto P\ por 
la relación (7) n° 56, se tiene: 

y-9=t(x-4), (•) 

en donde k es, por ahora, un coeficiente angular indeterminado. Es necesario 
que la recta buscada sea perpendicular a la recta AB: por lo tanto, su coeficlenle 
angular tiene que satisfacer a las condiciones de perpendicularidad con la recta 

AB Como el coeficiente angular de la recta AB es igual a -y , aplicando la 
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fórmula (2) hallamos que s = — 2. Sustituyendo en la ecuación (•) el valor ób¬ 
lemelo de 4, se tiene: 

!/— 9=— 2(t—4) o y= — 2x + l7. 

Resolviendo simultáneamente las ecuaciones 



y = ~2x+l7. 

hallamos las coordenadas de la proyección buscada: 

x—7, ¡r=3. 

§ 19. La recta como linea de primer orden. 

Ecuación general de la recta 

60. Demostraremos seguidamente el siguiente teorema fundamental : 

Teorema 9. Toda recta se determina, en coordenadas carte¬ 
sianas, por una ecuación de primer grado y, reciprocamente, toda 
ecuación de primer grado determina una recta. 

Demostración. Demostremos, ante todo, la primera parte 
del teorema. Sea dada una recta arbitraria. Si no es perpendicular 
al eje Ox, entonces ésta se determina por el 
n 5 53 mediante una ecuación de la forma 
y~kx |-6, es decir, mediante una ecuación 
de primer grado. 

Si la recta es perpendicular al eje Ox, las 
abscisas de todos sus puntas son iguales a la 
magnitud del segmento que la recta intercepta 
en el eje Ox (fig. 40); de este modo, si desig¬ 
namos la magnitud de este segmento con la 
letra a, obtenemos la ecuación de la recta en la Fig. 40. 
forma x = a, que también es una ecuación de 
primer grado. Asi pues, cada recta se determina, en coordenadas 
cartesianas, por una ecuación de primer grado: con esto, la primera 
parte del teorema queda demostrada. 

Demostremos la afirmación reciproca. Sea dada una ecuación 
de primer grado 

Ax -i- By + C — 0 (I) 

con cualesquiera valores numéricos de A, B, C. Si fl^O, la ecua¬ 
ción dada puede escribirse en la forma: 



Designando--^ por k y-^-por 6, se tiene y = kx + b, y esta 
ecuación, por el n° 53, determina una recta que tiene el coeficiente 
angular h e intercepta en el eje Oy un segmento de magnitud 6. 
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Si B=0, será A=£0, y la ecuación (I) puede escribirse en 
la forma 



c 

Designando —-g- por a, se tiene x=a, es decir, la ecuación de una 
recta perpendicular al eje Ox. Así pues, cada ecuación de primer 
grado determina una recta. El teorema queda demostrado. 

Como ya se sabe, las líneas que en coordenadas cartesianas se 
determinan por una ecuación de primer grado se llaman líneas de 
primer orden (véase n = 48). Empleando esta terminología podemos 
enunciar el resultado establecido asi: lodo recta es una linea de 
primer orden ; toda linea de primer orden es una recta. 

61. La ecuación de la forma Ax~By-\-C = Q se llama ecuación 
general de la recta (por ser una ecuación general de primer grado). 
Para valores numéricos distintos de A, B, C, esta ecuación puede 
determinar todas las rectas posibles sin excepción. 


§ 20. Ecuación incompleta de primer grado. 

Ecuación «segmentarla» de la recta 

62. Consideremos tres casos particulares en los que la ecuación 
de primer grado es incompleta. 

1) C = 0; la ecuación es de la forma Ax + By = 0, determinando 
una recta que pasa por el origen de coordenadas. 

En efecto, los números .v = 0, y = 0 satisfacen a la ecuación 
Ax+ By = 0. Por lo tanto, el origen de coordenadas pertenece 
a la recta. 

2) B —0 (A 9^ 0); la ecuación es de la forma Ax + C = 0, deter¬ 
minando una recta paralela al efe Oy. 

Este caso ya fue estudiado en el n° 60 durante la demostración 
del teorema 9. Como se señaló entonces, la ecuación Ax + C<= 0 
se reduce a la forma 

x = a, 

c 

en donde a = — Esta ecuación determina una recta perpendicular 
al eje Ox, ya que, según esta ecuación, todos los puntos de la recta 
tienen abscisas iguales (x = a) y, por lo tanto, están situados a una 
misma distancia del eje Oy («a la derecha», si a es un número 
positivo, y, «a la izquierda», si a es un número negativo); a es la 
magnitud del segmento que la recta intercepta en el eje Ox (par¬ 
tiendo del origen de coordenadas; véase la fig. 40). 

En particular, si o = 0, la recta coincide con el eje Oy. Por lo 
tanto, la ecuación 

x — Q 

determina el efe de ordenadas. 


64 



3) ,4 = O (B ?M3); la ecuación es de la forma By + C — O, deter¬ 
minando una recta paralela al eje Ox. ... 

Esto se establece de igual modo que en e! caso anterior. Obsér¬ 
vese solamente que, si ponemos — -g—b, la ecuación B¡/+ C = 0 
toma la forma: 

y=*b; 


el número b es común para todos los puntos déla recta «nivel de la 
posición# (fig. 41) y, a la vez, es la magnitud del segmento que 
la recta intercepta en el eje Oy (partiendo del 
origen de coordenadas). 

En particular, si 6 = 0, la recia coincide 
con el efe Ox. Por lo tanto, la ecuación 

u *=0 






Fig. 41. 


determina el eje de abscisas. 

63. Consideremos ahora la ecuación 

Ax+By + C = 0, 

con la condición de que ninguno de ios coe¬ 
ficientes A, B, C sea igual a cero. Tal ecua¬ 
ción puede reducirse a una forma especial que suele ser muy 
útil en una serie de problemas de geometría analítica. 

Pasemos el termino independiente C a) segundo miembro de la 
ecuación; se llene: 

Ax+Bij = — C. 


Dividiendo ahora los dos miembros déla ecuación por — C, tendremos! 


Ax B¡, 

—c + =c 


1 


o sea 



Empleando las nolaciones 
a = 


hallamos: 



(1) 


Esta es la forma especial de la ecuación de la recta que queríamos 
obtener. 

Es conveniente señalar, que los números a y b tienen un signi¬ 
ficado geométrico sencillo. Precisamente, a y b son las magnitudes de 
los segmentos que la recta intercepta en los ejes coordenados. 


3 Si 3364 
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tomado cada uno de ellos desde el origen de coordenadas (flg. 42.) 
Pava convencerse de esto, hallemos los puntos de intersección de la 
recta con los ejes coordenados. El punto de intersección de la recta 
con el eje Ox se halla resolviendo simultáneamente la ecuación 
de esta recta con la ecuación del eje Ox: 



y = 0 . J 


De aquí hallamos que x = a, r/ = 0, O sea la magnitud-de! seg¬ 
mento que la recta intercepta en el eje Ox es verdaderamente Igual 
a a. Por analogía se establece que la magnitud del segmento que 
la recta intercepta en el eje Oij es igual a b. 




La ecuación de la forma (l) suele llamarse ecuación « segmentaria » 
de la recia*). Esta forma de la ecuación resulta, en particular, muy 
útil para el trazado de la recta en el plano. 


Ejemplo. Dada la recia 

3x—5y+ 15=0. 

hallar su ecuación «segmentaria* y trazarla en un plano. 

Solución. La ecuación «segmentaria» de esla recta es 


x 

=5 


+ i = 


Para trazar esta recta en un plano hay que marcar en los ejes coordenados 
Ox y 0¡j los segmentos de magnitud « = — 5 y 6=3, respectivamente, debién¬ 
dose unir después sus extremos (lig. 43). 


§ 21. Discusión simultánea de las ecuaciones de dos rectas 
64. Sea dado un sistema de dos ecuaciones de primer grado: 

-V+Biff + C^O, ) ' 

_ Af + Ba + C,= 0 . I 1 '> 

*) La ecuación de !a forma (I) también se llama ecuación canónica o simé¬ 
trica de ia recta. (Af del T.) 
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Cada una de las ecuaciones (f) por separado determina una recta. 
Cada solución simultánea de estas ecuaciones determina un punto 
común de las rectas. 

Vamos a hacer una discusión del sistema (1) y a dar una inter¬ 
pretación geométrica de los resultados de la misma. 

Supongamos que ^ # —. En este caso, el determinante del 
sistema no es igual a cero: 


/i, ñ, 
A t B , 


^ 0 . 


Por lo tanto, él sistema es compatible y tiene solución única*); 
de este modo, las rectas determinadas por las ecuaciones del sistema 
se cortan en un punto; así pues, estas rectas son diferentes y no son 
paralelas entre sí. Las coordenadas de los puntos de intersección se 
hallan de las ecuaciones (I) mediante las fórmulas: 


M. «.1 1 * 

I A, B 

U B.l 

1 A, B 

e, c, i 

|C, A, 

s. c, . 

c, a 3 

A, tli ' ü 

Ai B, 

A t O t 

A, ¡I, 


Supongamos ahora que 4r ~jr"- ^ xislen a( iu¡, a su vez, dosposi- 
bllidades: bien ‘bien £ = 

Examinemos la primera de ellas. Designemos con la letra q 
cada una de las razones iguales^- y ~; entonces, se tiene: 
A { = A t q, B 1 = S s q, C,Multiplicando la segunda de las 
ecuaciones (I) por q y restándola de la primera ecuación, obtenemos: 
C, —C.,q — 0. Esta relación es contradictoria, puesto que C, «yfc C,q. 
Sin embargo, ésta se ha deducido del sistema (I); por lo tanto, las 
ecuaciones del sistema (1) no se convierten simultáneamente en 
igualdades para ninguno de los valores numéricos de los argumentos 
.v. y, es decir, el sistema (1) es incompatible. En este caso, las 
ecuaciones (I) determinan rectas que no tienen ningún punto común, 
o sea, recias paralelas. 

Veamos la segunda de las dos posibilidades indicadas: 


di 

a, o. c 2 ■ 


3* 


) Véase Apéndice. n° 2. 
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Designando con la letra q cada una de estas razones, hallamos: 
A i =A.q, B¡ = B,q, C t =C¿i- Por lo tanto, al multiplicar por q 
el primer miembro de la segunda ecuación, se obtiene el primer 
miembro de la primera. Así pues, las ecuaciones (1) son equiva 
lentes. Por consiguiente, las dos ecuaciones (1) determinan una 
misma recta. 

Ejemplos: I) Las rectas 

3x+4y— 1=0, 

2x+3ij— 1=0 

se cortan, puesto que ■£"! é 'g-- Las coordenadas del punto de intersección 

sonxs — I, y—+ 1. 

2) Las rectas 

2* + 3y + I=0, 

4x+6¡H-3=0 
2 3 1 

son paralelas, ya que -j-. (Es evidente que el sistema de las 

ecuaciones dadas es incompatible, pues multiplicando la primera de ellas por 2 
y restándola de la segunda, obtenemos una igualdad contradictoria, I — 0 .) 

3) Las rectas 

*+ 0+1=0. 

2*+2y+2 = 0 

coinciden, puesto que las ecuaciones dadas son equivalentes. 

Nota. La relación ^ = ~ se llama condición de paralelismo 
de las rectas 

A|.v+0,y+C, = 0, A t x + Bjy + C 3 = 0, 

aunque, como hemos visto, con esta condición las recias pueden 
ser paralelas o coincidentes. De este modo, al decir que 
la relación j L = f L es la condición de paralelismo de dos rectas, 
es necesario convenir, que el caso de coincidencia de las rectas se 
debe considerar como un caso singular (limite) del paralelismo. 

65. De los razonamientos anteriores, se deduce directamente la 
siguiente proposición fundamental: 

Dos ecuaciones 

A¡x-\- B¡y-\-C¡=0 y Aj.t + B 5 Í/+C = = 0 

determinan una recta cuando, y sólo cuando, sus coeficientes son 
proporcionales, es decir, 

_ B i _£¡ 

+ B. C t * 

Esta proposición se utilizará a continuación. 
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§ 22. Ecuación normal de la recta. Cálculo de la distancia 
de un punto a una recta 

66. Aquí estudiaremos un caso de la forma especial de la ecua¬ 
ción de la recta, conocido por el nombre de ecuación normal 
de la recta. 

Dada una recta, tracemos por el origen de coordenadas una 
recta n perpendicular a ésta, —que la llamaremos normal —y desig¬ 
nemos con la letra P el punto de intersección de la misma con la 
recta dada (fig. 44). 



Consideraremos como dirección positiva en la normal, la dirección 
del punto O al punto P (si el punto P coincide con el punto 0. 
es decir, si la recta dada pasa por el origen de coordenadas, la 
dirección positiva en la normal se elige arbitrariamente). De este 
modo, la normal es un eje. 

Sea a el ángulo medido desdc_d eje Ox hasta la normal dirigida, 
y p, la longitud del segmento OP. 

El ángulo a es del mismo carácter que en trigonometría y lo 
llamaremos ángulo polar de la normal. 

Ahora vamos a deducir la ecuación de la recta dada, suponiendo 
que se conocen los números ay p. Con este fin, tomemos en la 
recta un punto arbitrario M y designemos sus coordenadas con las 
letras x, y, es evidente, que la proyección del segmento OM sobre 
la normal es igual a OP, y como la dirección positiva de la normal 
coincide con la dirección de! segmento OP, la magnitud de este 
segmento será positiva e igual a p: 

pr 0 ÓAf=p. (1) 

Busquemos la expresión de la proyección del segmento OM sobre 
la normal mediante, las coordenadas del punto M. Con este objeto, 
designemos por ip el ángulo de inclinación del segmento OM con la 
normal, y por p, 6 las coordenadas polares del punto M. De acuerdo 
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con el n°20, tenemos: 

pr„ OM = p eos tp = p eos (a—0) = p (eos o eos 6 + sen asen 0) =. 

= (p eos 0) eos a -i- (p sen 0) sen a= x eos a+ y sen a. 

Así pues, 

pr„O.M = veos a +y sen a. (2) 

De las igualdades (I) y (2) se deduce que v eos a-}- 1 /sen a = p, o 


vcosa+i/sena—p = 0. (3) 

Esta es la ecuación de la recta dada (como vemos, a esta ecuación 
satisfacen las coordenadas x, y de cada punto M situado en la recta 
dada; si el punto M no está situado en la recta dada, sus coordenadas 
no satisfacen a la ecuación (3), puesto que, entonces, pr„ OM =£ p). 



La ecuación de la recia escrita en la forma (3) se llama normal; 
en esta ecuación a es el ángulo polar de la normal y p es la distancia 
del origen de coordenadus a la recta. 

67. Dada una recta arbitraria, tracemos su normal n (tomamos 
la dirección positiva en la normal tal como está en el n° anterior). 
Supongamos ahora que M* es un punto cualquiera del plano y que d 
es su distancia a la recta dada (fig. 45). 

Convengamos en llamar desviación *) dei punto M* de la recta 
dada al número +d, si el punto Af* está situado en la parte de la 
recta adonde va la dirección positiva de la normal y, al número — d, 
si es que el punto M * está situado al otro ¡ado de la recta. 
La desviación del punto de la recta la designaremos con la letra Ó; 
así pues; Ó=;fcd, y además, es conveniente observar que Ó = + d, 
si el punto M* y el origen de coordenadas están a diversos lados 
de la recta, y 6 = — d, si el punto Al* y el origen de coordenadas 
están a un mismo lado de la recta (para los puntos situados en 
la recta, 6=0). 
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') También se llama distancia dirigida. (Al del T.) 


Uno de los problemas más corrientes de la geometría analítica 
es el del cálculo de la desviación de un punto a una recta. La so¬ 
lución de este problema la da el siguiente teorema: 

Teorema 10. Si las coordenadas del punto M* son (**; y"), 
y la ecuación normal de una recía es 

xcosa-f y sena—p = 0, 

a desolación del punto M* a esta recta está dada por la fórmula 
8 = .v* eos a+y* sen a — p. (4; 

Demostración. Sea Q la proyección del punto M* sobre 
la normal (fig. 45). Se tiene: 

6 = PQ = OQ — OP, 

en donde PQ, OQ y OP son las magnitudes de los segmentos 
dirigidos PQ, OQ y OP situados sobre la normal. Pero 0Q = pr o 
0M *, OP = p; por consiguiente, 

6 = pr „0M* —p. (5) 

Aplicando al punto Af* la fórmula (2) n° 66, se tiene: 

pr a 0M* = ,v* eos a + (/* sen a. (6) 

De las igualdades (5) y (6) obtenemos: 

8 *= x * eos a+ 1 /* sen a— p. 

Así pues, el teorema queda demostrado. 

Obsérvese ahora que .v* eos a + y* sen a — p no es otra cosa más 
que el primer miembro de la ecuación normal de la recta dada, 
en donde las coordenadas variables se han sustituido por las del 
punto M*. De este modo, obtenemos la regla siguiente: 

Para hallar la desviación de un punto cualquiera M* de una 
recta, es necesario sustituir, en el primer miembro de la ecuación 
normal de esta recta, las coordenadas variables por las coordenadas 
del punto M“. El número obtenido será igual a la desviación buscada. 

Observación. La distancia del punto a la recta es igual 
al módulo (valor absoluto) de la desviación de osle punto: <¿ = |6|. 
Por lo tanto, si se pide hallar la distancia del punto a la recta, 
será suficiente calcular la desviación, aplicando la regla Indicada, 
y tomar después su módulo. 

68. Como liemos visto, el problema del cálculo de la desviación 
de un punto de una recta se resuelve fácilmente si se da la ecua¬ 
ción normal de !a recta. Veremos ahora cómo se puede reducir 
la ecuación general de la recta a la forma normal. Sea 

Ax-r By -1-0 = 0 


(?) 

71 



(3) 


la ecuación general de una recta y 

x eos a +0 sen a—p = 0, 

su ecuación normal. 

Como las ecuaciones (7) y (3) determinan una misma recta, 
según el n° 65 los coeficientes de estas ecuaciones son proporcio¬ 
nales. 

Esto significa que, multiplicando todas los términos de n 
ecuación (7) por un factor p, se obtiene una ecuación 
pAx +pñi/ + pC = 0, 

que coincide con la ecuación (3), es decir, resulta que 

p7l=cosa, pB = sen a, pC=— p. (8) 

Para hallar el factor p elevamos al cuadrado las dos primeras 
igualdades y sumamos los resultados; se tiene: 

p s ( í 4 ! + B , ) = cos 5 a-‘-sen 2 a= 1. 

De aquí que 

11 - V A'+~§* ■ W 

El valor p por el que hay que multiplicar la ecuación general de 
la recta para que tome la forma normal se llama factor ñor mon¬ 
tador de esta ecuación. El factor normalizador se determina por 
la fórmula (9), pero no por completo: su signo queda indeterminado. 

Para determinar el signo del factor normalizador aplicamos la 
tercera de las igualdades (8). Según esta igualdad. pC es un número 
negativo. Por lo tanto, el signo del ¡ador normalizador es contrario 
al signo del termino independiente de la ecuación que se normaliza. 

Nota. Si C = 0, se puede elegir el signo del factor normali¬ 
zador así como se desee. 

Ejemplo. Dados la recta 3x—•lu +10 — 0 y el punto Al (4; 3), hallar 
la desviación del punto M de la recta dada. 

Solución. Para aplicar la recia expuesta en el n° G7 es necesario, ante 
todo, reducir la ecuación dada a la forma normal. 

Con este fin, hallamos el factor normalizador 

11 ~ V&+V T* 

Multiplicando ia ecuación dada por p. obtenemos la ecuación normal buscada: 
_l(3x-4y+IO)=0. 

Sustituyendo las coordenadas del punto Af en el primer miembro de esta ecua¬ 
ción resulta 

ó=—-g- (3-4— 4-3+10)»=— 2. 

Así pues, la oesvlación del punto Al de la recta es negativa, y la distancia 
hasta ia misma es d=2. 
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§ 23. Ecuación de un haz de rectas 

69. El conjunto de todas las rectas del plano que pasan por 
un punto S(.v„; y a ) se llama haz de rectas con centro en S. En 
geometría analítica suele surgir, frecuentemente, la necesidad de 
hallar la ecuación de una tercera recta perteneciente a un haz, cono¬ 
ciendo las ecuaciones de dos recias del mismo, y estando descrita 
en cierto modo la dirección de la recta buscada. Los problemas de 
este tipo pueden resolverse aplicando, por ejemplo, la ecuación (7) 
n° 56: y — y,—k(x~x,), en donde y, deben de sustituirse 
por las coordenadas x 0 , y 0 del centro del haz (el coeficiente angu¬ 
lar k se halla en correspondencia con la dirección dada de la 
recta buscada). En este caso, deben calcularse previamente las 
coordenadas x a . y a del centro del haz. 

La proposición siguiente da la posibilidad de evitar, en casos 
semejantes, el cálculo de las coordenadas x„, i/ 0 . 

Sean A x x+ B,y-\-C t = Q, A,x-\- By/A-C. — Q las ecuaciones de 
dos recias que se corlan en un punió S. y sean ay j i dos nlimeros 
cualesquiera, no simultáneamente iguales a cero, entonces, 

«<-V + B íU -h C,) -|- p OV + B.jj -¡- C 3 ) = 0 (I) 

es la ecuación de una recia que pasa por el punió S. 

Demostración. Verifiquemos, en primer lugar, que la 
relación (1) es verdaderamente una ecuación. Escribámosla para 
esto en la forma 

M 1 + P -4 a ) -v + iaB, -I- Pfl.) y + (ctC, + PC.) = 0 (2) 

y demostremos que las cantidades a/t, + p/t 3 y afi,- r ps. no pue¬ 
den ser simultáneamente iguales a cero. Supongamos, por el con¬ 
trario, que a/t,-|-p.4. = 0 y aB l + PS, = 0, pero, entonces, 
— §■ y -§ 7 - —§ - Como los números a y p no son simul¬ 
táneamente iguales a cero, la razón no puede ser indeterminada; 
por lo tanto, de las igualdades anteriores resulta la proporción 
“ g 1 ■ No obstante, los coeficientes A,, B , no pueden ser pro¬ 
porcionales a los coeficientes A t , B«, puesto que las rectas dadas 
se cortan (véase n 0 64). De este modo, la suposición hecha es 
falsa. Así pues, las expresiones aA, + pA¡ y aB,-f pfi a no pueden 
anularse simultáneamente, lo que significa que la igualdad ( 2 ) es 
una ecuación (en las variables x e y). Es claro que la ecuación 
es de primer grado y, por lo tanto, determina una recta. Queda 
por demostrar, que esta recia pasa por el punto S. Sean *•„, y 0 
las coordenadas del punto S. Como cada una de las rectas dadas 
pasa por el punto S, se tiene que A^A-B¡y 0 -~ C t ^Q y A 2 .v 0 -j- 
+ ü íí/o + C 2 = 0 , y, por lo tanto, 

a ( A i x o + B,y 0 -r C,) + P (A..v 0 + By/ 0 -f C s ) — 0. 
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Vemos, pues, que las coordenadas del punto S satisfacen a la 
ecuación (i) y, por consiguiente, la recta definida por la ecua¬ 
ción (I) pasa por el punto S, con lo cual nuestra proposición 
queda demostrada. 

Asi pues, la ecuación de la forma (I) determina rectas del haz 
con centro en el punto S para cualesquiera valores de a y p no 
simultáneamente iguales a cero. 

Demostremos ahora que los números a y f siempre se pueden 
elegir de tal modo, que la ecuación (I) determine cualquier recta 
del haz (previamente asignada) con centro en S. Como cada recta 
del haz con centro en S no sólo se determina por el punto S, 
sino también por uno de sus puntos, para demostrar la afirma¬ 
ción citada será suficiente verificar, que se pueden elegir los nú¬ 
meros a y P de tal modo, que la recta determinada por la ecua¬ 
ción (I) pase por cualquier punto M*(v*; y*) previamente asignado; 

Pero esto os evidente; en efecto, la recta determinada por la 
ecuación (I) pasará por el punto A)* si las coordenadas de este 
punto satisfacen a la ecuación, es decir, si 

a (A , v* -I-13,//* -I- C.) -|- P ( A s .r* -f- B.¿f - C..) = 0. (3) 

Supongamos que el punto M * no coincide con el punto S (sola¬ 
mente nos hace falta considerar este caso). Entonces, por lo me¬ 
nos, uno de los valores 

¿ l .r*-¡-B lí /*-|-C l . A,** -|- Bj//* + C, 


es diferente de cero y, por consiguiente, la igualdad (3) no es una 
identidad, sino una ecuación, precisamente, una ecuación de pri¬ 
mer grado con dos incógnitas, ay p. Para hallar estas incógnitas 
es necesario dar a una de ellas un valor numérico arbitrario y 
calcular la otra mediante la ecuación; por ejemplo, si /1. 2 a*+ 
A-B.¡y‘ + C 2 =£ 0, se puede tomar a arbitrariamente (pero diferente 
de cero) y determinar p por la igualdad 


p = _ Ai¡L+u>y'+ 


Así pues, por la ecuación de la forma (1) siempre se puede 
determinar una recta que pase por cualquier punto del plano pre¬ 
viamente asignado y, por lo tanto, cualquier recta del haz con 
centro en S. Por eso, la ecuación de la forma (I) se llama ecua¬ 
ción de un haz de rectas (con centro en S) 

Si a 9^0, suponiendo — = A, de la ecuación (1) se tiene: 

i4j.v-|- B,y + C t X (/)..v-|- B-// + C¡) = 0. (4) 


En las aplicaciones, es más usual esta forma de la ecuación del 
haz de rectas que la ecuación (1). Sin embargo, es importante 
observar que, como al pasar de la ecuación (i) a la ecuación (4) 
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se excluye el caso en que a—0. la recia A¡x + 3 2 í/4-Cj = 0 no 
se puede obtener de la ecuación (4); es decir, para diversos valo¬ 
res de /., la ecuación (4) determina todas las rectas del haz me¬ 
nos una (menos la segunda de las rectas dadas). 

Ejemplo. Dallas dos rectas 2x+3p—5 = 0, 7x+15p+1 =0, que se 
cortan en un punto S. hallar la ecuación de la recta que pasa por el punió S 
y es perpendicular a la recta I2x — 5¡, —1=0. 

Solución. Comprobemos, ante todo, lo que se afirma en las condiciones 

2 3 

del problema: las rectas dadas se cortan en realidad, puesto que y ^ ¡ 5 ' 
Escribamos ahora la ecuación del haz de rectas con centro en S: 

2x + 3i/-5 + X(7*+ 15y+1) = 0. (5) 

Para hallar en este haz la recta buscada calculamos X, ateniéndose a las condi¬ 
ciones de perpendicularidad de esta recia con la recta I2x—5¡/—1 = 0. Repre¬ 
sentando la ecuación (5) en la iorma 

<2 + 7X>x + (3+15X)i; + <-5 + X) = 0. (6) 

hallamos el coeficiente angular de la recia buscada: 

,_ 2+7X 

3+I5X' 

El coeficiente angular de la recta dada es 



Por las condiciones de perpendicularidad It — — j-, es decir, 

2+7?. 5 

3+ 15*.” 12 ■ 

De aquí que X =—I. Poniendo en la ecuación (6) X=— I, obtenemos, 

— 6x —12;/— 6 = 0. o sea, 


El problema queda resuelto. 


5x+12g+6=0. 



5 . 


PROPIEDADES GEOMETRICAS DE LAS LINEAS 
DE SEGUNDO ORDEN 


En el presente capitulo estudiaremos tres formas de líneas de 
segundo orden: la elipse, la hipérbola y la parábola. 
El principal objeto de este capítulo es hacer conocer las propie¬ 
dades fundamentales de las líneas indicadas. 

§ 24. La elipse. Definición de la elipse y deducción 
de su ecuación canónica 

70. Se llama elipse al lugar geométrico de punios, cuya suma 
de distancias a dos punios lijos del plano, llamados focos, es una 
cantidad constante; esta constante tiene que ser mayor que la 
distancia entre los focos. Está convenido indicar los focos de la 
elipse mediante F, y F,. 

Nota. Evidentemente, la suma de las distancias de un punto 
arbitrario M a dos puntos fijos F t y F 2 no puede ser menor que 
la distancia entre estos dos puntos. Esta suma es igual a la dis¬ 
tancia entre F, y F. cuando, y sólo cuando, el punto M está 
situado en el segmentó F,F». Por lo tanto, el lugar geométrico de 
los puntos cuya suma de distancias a dos puntos fijos F, y F, 
eS una cantidad constante e igual a la distancia entre F, y F s , 
representa simplemente el segmento F,F... La restricción que se 
hizo al final de la definición excluye precisamente este caso. 

71. Sea M un punto arbitrario de la elipse con focos en los 
puntos F, y F a . Los segmentos F¡M y F.M (así como las longi¬ 
tudes de estos segmentos) se llaman radios focales del punto M. 
Está convenido designar mediante 2a la suma constante de los 
radios focales de los puntos de la elipse. Así pues, para cualquier 
punto M de la elipse, se tiene: 

F 1 M + F i M=2a. 
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( 1 ) 



La distancia F,F« entre ios focos se designa con 2c. Como 


P l M+F t M>F l F v 

resulta que 

2a > 2c, es decir, a > c. (2) 

De la definición de la elipse se deduce directamente el siguiente 
método de construcción de la misma mediante un hilo: si los 
extremos de un hilo no elástico, de longitud 2a, se atan en los 
puntos F, y F t y se estira el hilo con la punta de un lápiz, 
éste describirá en su movimiento una elipse con focos en los 
puntos F x y F t , cuya suma de los radios focales será igual a 2a. 



Flg. 46. 


Al efectuar la construcción, se puede ver claramente, que la elipse 
es una linea convexa cerrada (óvalo), simétrica con respecto a la 
recta F,F 7 y también con respecto a la recta que pasa por el 
medio del segmento F,F t y es perpendicular al mismo (fig. 46). 
Más adelante estableceremos analíticamente la forma de la elipse 
mediante un estudio de su ecuación; en el siguiente n° se deduce 
la ecuación de la elipse. 

72. Dada una elipse con focos F t y F„ (suponemos, además, 
que se conocen los valores a y c), tomemos en el plano un sistema 
cartesiano rectangular de coordenadas, cuyos ejes estarán situados 
de un modo especial con respecto a esta elipse; por eje de abscisas 
tomamos la recta F x F t , suponiéndola dirigida de F¡ a F.,, el ori¬ 
gen de coordenadas lo colocamos en medio del segmento F¡F, 
(fig. 46). Deduzcamos la ecuación de la elipse con respecto al 
sistema de coordenadas establecido. 

Tomemos en el plano un punto arbitrario M y designemos 
sus coordenadas por x e y. Designemos por r, y r 2 las distancias 
del punto M a las focos (r, = F, M, r i ^F 1 M). El punto M estará 
situado en la elipse dada cuando, y sólo cuando, 

r 1 + r i — 2a. (3) 
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Para obtener la ecuación buscada es necesario sustituir las 
variables r, y r, en la igualdad (3) por sus expresiones mediante 
las coordenadas x, y. 

Obsérvese que, siendo F,F, — 2c. y como los focos F, y F, 
están situados en el eje Ox y son simétricos con respecto al ori¬ 
gen de coordenadas, sus correspondientes coordenadas serán (— c; 0) 
y H-c; 0); teniendo esto en cuenta y aplicando la fórmula (2) n“ 18, 
hallamos: 

r, = J' (.v f c|* 4- ¡r. r. - V (x-cf + if. (4) 

Sustituyendo en la igualdad (3) r, y r, por las expresiones obte¬ 
nidas, hallamos: 

V(x + c)« + y'- + V(x-c)- 4- y- = 2a. (5) 

Esta es la ecuación de la elipse considerada en el sistema de 
coordenadas elegido, puesto que la satisfacen las coordenadas del 
punto M (x; y) cuando, y sólo cuando, el punto M está situado 
en esta elipse. Todos los cálculos ulteriores tienen el objeto de 
hallar una forma más simple de la ecuación de la elipse. 

Despejemos el primer radical de la ecuación (5) y elevemos 
al cuadrado los dos miembros de la igualdad; se tiene: 

(.v + c) 1 + y*=* 4 a-— 4n V(x— cj’ + y■ + (*—c)* + i/ J . (6) 

o sea, 

aY(x —c)*+ — ex. (7) 

Elevando al cuadrado los dos miembros de esta igualdad hallamos: 

a J .r 2 — 2o s c.v -i- aV + a-Y = a‘—2 «>c.v + c** 1 , (8) 

de donde, 

(a- —c ! ) .V* + a , y i = a*(a"— c s ). (9) 

Aquí consideraremos una nueva cantidad 

6=)/F=7‘; (10) 


más adelante se verá el sentido geométrico de b; ahora observare¬ 
mos solamente que a > c, y, por lo tanto, o*—c ! > 0, o sea, que 
b es real. De la igualdad (10) se tiene que 

= c*. (11) 


y, por consecuencia, la ecuación (9) se puede escribir de la forma 
b*x*+a"-,f = aW, 


o sea, 



( 12 ) 


Demostremos que la ecuación (12) es la ecuación de la elipse 
dada. Este hecho no es de por sí evidente, ya que la ecua- 
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ción (i2) se ha obtenido de (5) eliminando dos veces los radicales; 
solamente es evidente que la ecuación ( 12 ) es consecuencia de la 
ecuación (5). Tenemos que demostrar que, a su vez, la ecuación (5) 
es consecuencia de la ecuación ( 12 ), es decir, que éstas son equi¬ 
valentes. 

Supongamos que x, y son dos números cualquiera que satisfacen 
a la ecuación (12). Efectuando las operaciones anteriores en el orden 
inverso, obtendremos de la ecuación (12), primero, la igualdad (9), 
después, la igualdad ( 8 ), que ahora la escribiremos en la forma 

a~ ((x—c ) 4 d- y‘\ = (a*—ex)*. 

Extrayendo la raíz cuadrada de los dos miembros de esta 
igualdad, se tiene; 

a V (.v—c) 2 -f y- = ± (a*—ex). (13) 

Obsérvese que por la igualdad (12), tiene que ser |x|<o. Como 
|x|<a y c<a, se tiene que |ex|<o* y, por tanto, el número 
a*—ex es positivo. Es por esto, que en el segundo miembro de la 
igualdad (13) se debe tomar el signo más. De este modo, obtenemos 
la igualdad (7), después de la cual se obtiene la igualdad ( 6 ); 
esta última la escribimos de la forma 

(x + c ) 5 +,/ = | 2 o - /(x—c)* + 0 *|*. 

De aquí que 

y ~(x + o* + y 1 = ± (2a - K (x—c)* + y*). (14) 

Estudiemos la cantidad 

(x—c)* + «f-x*—2ex+e* + //*. (15) 

Por la igualdad (12) se tiene x*<a*. Como |cx|<a*, el 
número— 2cx es en su valor absoluto menor que 2a*. Por último, 
de la igualdad ( 12 ) deducimos, que y-t^P, o sea, y 2 <a a —c*, es 
decir, c 1 + y* ^ o*. En vista de esto, toda la suma del segundo 
miembro de (15) es menor que 4a 2 . y, por consiguiente, la raíz 
cuadrada de esta suma es menor que 2a. Por lo tanto, la cantidad 
que figura entre paréntesis en el segundo miembro de ti4) es 
positiva y, por consiguiente, en la igualdad (14), ante los parén¬ 
tesis, se debe tomar el signo más. De este modo, obtenemos: 

V (x + c)* +y* = 2 a— V (X— C)*— y 2 , 

de donde inmediatamente se deduce la igualdad (5). 

Así pues, la ecuación (5) se deduce de la ecuación (12), asf 
como (12) se deduce de la (5). Queda, por lo tanto, demostrado, 
que la ( 12 ) es la ecuación de la elipse dada, puesto que es 
equivalente a la (5). 

La (12) se llama ecuación canónica de la elipse. 
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73. La ecuación 



que determina una elipse en un sistema de coordenadas cartesianas 
rectangulares, es una ecuación de segundo grado; por lo tanto, /y 
elipse es una linea de segundo orden. 

§ 25. Análisis de la forma de la elipse 

74. En el n° 71 se describió la forma de la elipse por razona¬ 
mientos geométricos. Aquí estudiaremos la forma de la elipse 
mediante un análisis de su ecuación canónica 

■flT+ir* 1 - (*) 

Es preciso subrayar, ante todo, la particularidad algebraica de 
la ecuación (I): ésla contiene solamente potencias pares de las coor¬ 
denadas variables. 

A esta particularidad algebraica de la ecuación indicada (I) 
corresponde una particularidad geométrica de la linea determinada 
por la misma a saber: la elipse determinada por la ecuación (I) 
es simétrica con respecto al eje Ox y con respecto al eje Oy. 

En efecto, si M(x; y) es un punto de esla elipse, o sea, si los 
números x, y satisfacen a la ecuación (1), los números x, —y 
también satisfacen a la ecuación (1); por lo tanto, el punto 
Aí'(x; — y) también estará situado en esta elipse. Pero el punto 
iVf'(.v; — y) es simétrico al punto Af (a~ y) con respecto al eje Ox. 
Asi pues, todos los puntos de la elipse están situados a pares, 
que son simétricos con respecto al eje Ox. Mejor dicho, si dobla¬ 
mos la figura por el eje Ox, la parte superior de la'elipse vendrá 
a coincidir con la parte inferior. Esto quiere decir que la elipse 
es simétrica con respecto al eje Ox. 

La simetría de la elipse considerada con respecto al eje Oy se 
demuestra de modo análogo (pues, si los números x. y satisfacen 
a la ecuación (I), a ésta satisfacen también los números— x, y). 

Para analizar la forma de la elipse, expresemos en la ecua¬ 
ción (I) la cantidad y en función de .v: 

ir=±/ 6 *(i-£) 

o sea, 

= l'V—.v*. (2) 

Como la elipse es simétrica con respecto a cada uno de los ejes 
coordenados, es suficiente considerar solamente aquella parte que 
está siiuada en el primer cuadrante coordenado. 
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Como ia parte indicada de la elipse esiá situada en el semi¬ 
pleno superior, a ella le corresponde el signo + en el segundo 
miembro de la ecuación (2); y como la misma está situada a la 
vez en el semiplano derecho, para todos sus puntos será ; x3*0. 
Así pues, tenemos que representar la gráfica de la función 

í/=+¿1^375, (3) 

con la condición de que .v>0. 

Tomemos en primer lugar x = 0, entonces ;/ = b. El punto S (0; b) 
es el punto que está más a la izquierda de la gráfica considerada. 
Supongamos ahora que x va creciendo desde cero. Es evidente que, 
al crecer x, la expresión bajo el radical de la fórmula (3) irá dismi¬ 
nuyendo; por consiguiente, a la vez, irá disminuyendo la canti¬ 
dad y. De este modo, el punto variable Af (a.-; y), que describe la 




r ¡ a- 


f ;ráfica considerada se mueve para la derecha y hacia abajo 
fig. 47). Cuando x lome el valor de a tendremos que r/ = 0; 
entonces, el punto M (,v; y) coincidirá con el punto A (o; 0) que 
está situado en el eje Ox. Durante el crecimiento sucesivo de x, 
es decir, para x>a, la expresión subradical de la fórmula (3) se 
hace negativa y, por lo tanto, y es imaginaria. De esto se deduce, 
que el punto A es el punto que está situado más a la derecha de 
la gráfica. O sea, la parte de la eüpse situada en ei primer cua¬ 
drante coordenado es un arco BA, cuya representación se da en la 
fi(4. 47. 

Haciendo trazados simétricos dei arco BA con respecto a los 
ejes coordenados se obtiene toda la elipse; ésta tiene la forma de 
un óvalo convexo con dos ejes de simetría perpendiculares entre si 
(fig- 48). 

.Generalmente, los ejes de simetría de la elipse se llaman 
simplemente ejes, y el punto de intersección de éstos, centro de la 
elipse. Los puntos, en los que la elipse se corta con sus ejes, se 
llaman vértices. En ia fig. 48 los vértices de la elipse son los 
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punios A, A', B y B‘. Advirtamos que también se llaman ejes 
de la elipse a los segmentos AA' = 2a y BB'— Ib. Si la elipse 
está situada con respecto a los ejes coordenados como se describió 
en el n° 72, o sea , si s us focos están situados en el eje Ox, ten¬ 
dremos que b=ty'a i —C > , y, por lo tanto, a > b. 

En este caso, e! segmento OA-u se llama semieje mayor de 
la elipse, y ei segmento OB = b, semieje menor. Está fuera de dudas 
que la elipse determinada por la ecuación (I) puede estar situada de 
tal modo, que sus focos estén en el eje Oy; entonces, b > u y su 
semieje mayor será el segmento OB = b. Pero, en todo caso, la 
longitud del segmento O A del eje de abscisas se designa 
por a, y la longitud del segmento OB del eje de ordenadas 
se indica por b. 


Nota. En la fig. 47, la parte de la elipse situada en el primer 
cuadrante coordenado está representada en forma de un arco BA, 
que en todos los sitios es convexo «hacia arriba»; además, en la 
fig, 47 está indicado que la dirección de este arco en el punto B 
es perpendicular al eie Oy, y en el punto A es perpendicular al 
eje Ox (por lo cual, la elipse completa no tiene cúspides ni angu¬ 
losidad en los vértices). Sin embargo, no liemos demostrado que 
el arco BA posee verdaderamente estas propiedades. Pero aquí no 
vamos a ocuparnos de esto, pues el estudio de tales gráficas es 
más natural hacerlo aplicando los métodos del análisis matemático. 

75. En el caso particular, 6 = a, la ecuación 


es de la forma 

=n*; 

esta ecuación determina una circunferencia de radio a (con centro 
en el origen de coordenadas). De acuerdo a esto, la circunferencia 
se considera como un caso particular de la elipse. 


§ 26. Excentricidad de la elipse 

76. Se llama excentricidad de la elipse a la razón de ¡a distan¬ 
cia entre sus focos a la longitud de su eje mayor-, designando la 
excentricidad con la letra e se tiene 



Como c<a, resulta, e< I, es decir, la excentricidad de cada 
elipse es menor que la unidad. 

Obsérvese que c 5 =c a —0 a ; por tanto. 


e- 


£i - a ‘~ b ' — i ( b V 

a» “ a* ~ 1 [a) • 
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y de aquí. 


y 


-/Rír 



Por consiguiente, la excentricidad se determina por la razón de los ejes 
de la elipse, y, por su parte, ta razón de ios ejes se determina por 
la excentricidad. Asi pues, la excentricidad caracteriza la forma 
de la elipse. Cuanto más aproximada sea la excentricidad a ia 
unidad, tanto menor será 1—e J . y, por consiguiente, tanto menor 
será la razón ; o sea, cuanto mayor sea la excentricidad, tanto 
más alargada será la elipse. En el caso de la circunferencia, 
b = a y 8=0. 


§ 27. Expresiones racionales de los radios focales de la elipse 

77. Consideremos un punto arbitrario M ( x ; y) situado en la 
elipse dada. Si r, y r t son los radios focales de este punto, se tiene 

r¡ = V(x + c) l -t-y t , r, = /(v— + (I) 

Resulta que se pueden indicar otras fórmulas sin irracionalidades 
para las expresiones de los radios focales. 

En efecto, por la igualdad (7) n° 72, tenemos: 

V(x-cr+y*=a-±x. 

Poniendo aquí ^ = 8 y teniendo en cuenta la segunda de las fór¬ 
mulas (I), hallamos: 

r^ — a — tx. 

Según la definición de la elipse, r 1 + r t = 2a\ por esto y por lo 
anterior, 

r,-—a-r ex. 

Asi pues, se verifican las fórmulas 

r ‘ = ° + Wr> } ( 2 ) 
r, = a—ex. | 

Estas fórmulas serán usadas en el § 34. 


§ 28. Construcción de la elipse por puntos. 
Ecuaciones paramétricas de la elipse 

78. Sea dada una elipse 

a‘ 1 2» 1 


( 1 ) 
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Tracemos dos circunferencias con un centro común al de la elipse, 
una de radio a y otra de radio b (se supone que a > b ); tracemos 
por el centro de la elipse un rayo arbitrario y designemos con la 
letra / el ángulo polar de este rayo (fig. 49). El rayo trazado 
corlará a la circunferencia mayor en un punto P y a la menor 
en un punto Q. Tracemos después por el punto P una recta para¬ 
lela al eje Oy y por el punto Q una recta paralela al eje Ox: 
sea Af el punto de intersección de estas rectas, y P, y Q,. las 
proyecciones de los puntos P y Q sobre el eje de abscisas. 



Fig. 49. 


Hallemos las expresiones de las coordenadas del punto Ai me¬ 
diante I. Como se ve en la fig. 49, 

.v = OP, = OP ■ eos / = a eos /, 
y = P,M = Q,Q = OQ sen /= b sen /. 

Por lo tanto, 

.v = acos/, 1 

y=bsent. j ^ 

Sustituyendo estas coordenadas en la ecuación (1), vemos que 
éstas satisfacen a la ecuación para cualquier I. Por consiguiente, 
el punto Af está situado en la elipse dada. Así pues, hemos indi¬ 
cado cómo se traza un punto de la elipse. Trazando una serie de 
rayos y efectuando la construcción señalada para cada uno de ellos 
sucesivamente, podemos trazar tantos puntos de la elipse cuantos 
queramos. Este método se emplea frecuentemente en el dibujo 


(uniendo los puntos hallados con una plantilla de curvas se puede 
obtener una representación de la elipse bastante exacta, desde el 
punto de vista de las aplicaciones prácticas). 

79. Las ecuaciones (2) dan las expresiones de las coordenadas 
de un punto arbitrario de la elipse en función del parámetro 
variable í; de este modo, las ecuaciones (2) representan 
las ecuaciones paramétricas de la elipse (véase § 14). 

§ 29. La elipse como proyección de la circunferencia 
sobre un plano. La elipse como sección de un cilindro circular 

80. Demostraremos seguidamente que la proyección de una 
circunferencia sobre un plano arbitrario es una elipse. 

Supongamos que la circunferencia li, situada en el plano p, se 
proyecta sobre un plano a. Designemos por k' el lugar geométrico 
de las proyecciones de todos los puntos de la circunferencia le, hay 
que demostrar que W es una elipse. Para facilitar la discusión 
vamos a suponer que el plano a pasa por el centro de la circunfe¬ 
rencia It (fig. 50). Introduzcamos en- el plano a un sistema de 
coordenadas cartesiano rectangular, tomando por eje Ox la recta 
de intersección de los planos a y p, y por origen de coordenadas, 



el centro de la circunferencia k. Designemos por a el radio de la 
circunferencia k y por cp el ángulo agudo formado por los planos 
cc y p. Sea P un punto arbitrario de la circunferencia k\ designe¬ 
mos por M su proyección sobre el plano a, por Q, su proyección 
sobre el eje Ox y por t, el ángulo que forma el segmento OP con 
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el eje O.v. Hallemos las expresiones de las coordenadas del punto M 
mediante t. En la f/g. 50 se ve fácilmente que 

x=OQ = OP ■ eos / = a eos /, 

y = QM = QP ■ eos <p = OP • sen t eos q : -~a eos <p sen t. 

Designando con la letra b la cantidad constante acos<j>, se 
tiene: 

Ar = acos/, 
y=5sen t. 

Estas ecuaciones coinciden justamente con las ecuaciones parametri- 
cas de la elipse (véase n° 78); por lo tanto, la línea k' es una elipse 
(con el semieje mayor a y con el semieje menor ¿i = acos<p). 



Flg. 51. 

81 . Es fácil demostrar también, que toda sección de un cilindro 
circular por un plano no paralelo a su eje es una elipse. 

Para demostrar esto, consideremos algún cilindro circular y un 
plano secante a (fig. 51); designemos por k‘ la iínea obtenida en 
la sección. Sea 0 el punto de intersección del eje del cilindro con 
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el plano a; tracemos por el punto O un plano p perpendicular al 
eje. La intersección de este plano con el cilindro es Una circunfe¬ 
rencia k. Designemos con a el radio de esta circunferencia y con <}>, 
el ángulo agudo formado por los planos a y p. Elijamos ahora ios 
ejes coordenados en el plano a tal como están representados en la 
figura 51. Tomemos en la linea k’ un punto arbitrario M; desig¬ 
nemos con P su proyección sobre el plano p. con Q. su proyección 
sobre el eje Ox, y con t, el ángulo formado por el segmento OP 
y el eje Ox. Expresando mediante t las coordenadas del punto M, 
se tiene: 

x=OQ = OPcos/ = a eos t, 


y = QM 


QP 

cos<p 


OP • sen t 

eos <f> 


—2— sen/. 

COS (p 


Poniendo se tiene: 

eos q> 

X =Ü COS t, 

y—.bsenl. 

Estas son las ecuaciones paramétricas de una elipse; asi pues, 
la línea k' es una elipse, como se quería demostrar. 

Obsérvese que > a; por lo tanto, a es el eje menor de la 

elipse k', b= es su eje mayor, es decir, la elipse k' está 

alargada en dirección del eje Oy. 

El hecho de que la elipse es una sección piaña de un cilindro 
circular y de que también es la proyección de una circunferencia 
sobre un plano, permite tener una ¡dea inmediata de esta línea. 


§ 30. La hipérbola. Definición de la hipérbola y deducción 
de su ecuación canónica 

82. Se llama hipérbola al lugar geométrico de puntos, cuya dife¬ 
rencia de distancias a dos punios fijos del plano, llamados fucos, 
es una cantidad constante, la diferencia indicada se toma en su 
valor absoluto', además, ésta tiene que ser menor que la disluncia 
entre los focos y diferente de cero. Está convenido designar los 
focos de la hipérbola mediante F, y F s , y la distancia entre ellos, 
mediante 2c. 

Nota. Es evidente que la diferencia de las distancias de un 
punto arbitrario Al a dos puntos fijos. F¡ y F no puede ser 
mayor que la distancia entre los puntos E, y F¡. Esta diferencia 
es igual a la distancia entre E, y F 2 cuando, y sólo cuando, el 
punto M está situado en una de las continuaciones de! segmento 
f Por lo tanto, el lugar geométrico de puntos, cuya diferencia 
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de distancias a dos puntos fijos, F, y F s , es una cantidad cons¬ 
tante, igual a la distancia entre F, y F s representa las dos 
continuaciones del segmento F,F» (fig. 52). 

Si la diferencia de las distancias de un punto M a los pun¬ 
tos F, y F.. es igual a cero, éste punto equidista lie los puntos F¡ 

F, F¡ M 


Fig. 52. 

y F.¿. Por lo tanto, el lugar geométrico de aquellos puntos en que 
la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos, F, y F.„ es una 
cantidad constante, igual a cero, representa una recia’perpen¬ 
dicular al segmento F,F- en su punto medio (fig. 53). 

La suposición hecha al final de la definición anterior excluye 
los casos indicados. 

83. Sea M un punto arbitrario de la hipérbola con los focos F, 
y (f>K- 54)- Los segmentos F,M y F t M (así como las longitu¬ 
des de estos segmentos) se llaman radios ¡ocales del punto At y se 
.designan por r¡ y r 1 (F l M = r l , FM~r : ). Según la definición de 
la hipérbola, la diferencia de los radios focales de sus puntos Al 
es una cantidad constante (es decir, al cambiar la posición del 



Fig. 53. Fig. 54. 


punto Af en la hipérbola, la diferencia de sus radios focales no se 
altera) ;está convenido designar esta constante mediante 2a. De 
este modo, para cualquier punto Ai de ia hipérbola, se tiene que 

F,Al-F.A1=2a. (1) 

si el punto Af está más cerca del foco F», y 

F a Af—F,A1 — 2a, (2) 

si ei punto Af está más cerca del foco F,. 
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Como por la definición de la hipérbola F,Af—F a Af <F,F a y 
F¡M — F t M < FjFj, se tiene, 2a < 2c, es decir, 

a <c. (3) 

A continuación deduciremos la ecuación de la hipérbola para 
luego establecer su forma analizando la ecuación. Veremos que la 
hipérbola se compone de dos partes separadas, llamadas ramas, 
cada una de las cuales se extiende indefinidamente en dos direc¬ 
ciones; la hipérbola entera es simétrica con respecto a la recta F,F a , 
y también con respecto a la recta que es perpendicular al seg¬ 
mento F,F a y pasa por su punto medio (véase la fig. 54). 

84. Sea dada una hipérbola con los focos F„ F t (se supone 
que se conocen las valores a y c ). Introduzcamos en el plano un 
sistema de coordenadas cartesiano rectangular, cuyos ejes los situa¬ 
remos' de un modo especial con respecto a esta hipérbola; a saber: 
por eje de abscisas tomamos la recia F,F S , suponiéndole dirigido 
de F, a F„. el origen de coordenadas lo colocamos en medio del 
segmento FjF a (fig. 54). 

Deduzcamos la ecuación de la hipérbola en el sistema de coor¬ 
denadas establecido. Tomemos en el plano un punto arbitrario M 
y designemos sus coordenadas mediante* ej/, y los radios focales F,Af 
y F t M, mediante r, y r 3 . El punto M estará situado en la hipér¬ 
bola (dada) si, y sólo si. r t —r 3 = 2a, o si r t —r, — 2a. Asociamos 
las dos igualdades mediante una inscripción común: 

r, —rj=±2n. (4) 

Para obtener la ecuación buscada de la hipérbola es necesario susti¬ 
tuir en la igualdad (4) las variables r, y r . por sus expresiones, me¬ 
diante las coordenadas variables x, y. Como F,F a -2c y como los focos 
Fj, Fj están situados en el eje Ox y son simétricos con respecto al 
origen de coordenadas, éstos tienen las coordenadas ( — c\ 0) y 
(J-c; ü), respectivamente: teniendo en cuenta esto y aplicando la 
fórmula (2) n° 18, hallamos: 

r, = V(*+c)*-ril*. r 3 = Y(x - c) a + r• (5) 

Sustituyendo r, y r s en la igualdad (4) por las expresiones obte¬ 
nidas, se tiene: 

p'(x-rc) 3 + if - Víx-cf-rif = ± 2o. (6) 

Esta es la ecuación de la hipérbola considerada en el sistema de 
coordenadas elegido, puesto que a ella satisfacen las coordenadas 
del punto Al (x; y) si, y sólo si, el punto M está situado en la 
hipérbola dada (en realidad tenemos aquí dos ecuaciones, una para 
la rama derecha y otra para la rama izquierda de la hipérbola). 

Las transformaciones ulteriores tendrán el objeto de obtener 
una forma más simple de la ecuación de la hipérbola. Despejamos 
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el primer radica! en la ecuación (6), después de lo cual elevamos 
al cuadrado los dos miembros de la igualdad; se tiene, 

(x + cf -y- --= 4a 1 ± 4 a y'(.<—c) 2 t y' (x —c) 2 + y*, (7) 

o sea, 

ex — a'--±a] '(T^cj(8) 
Elevando al cuadrado los dos miembros de esta igualdad obtenemos: 

c*x* — 2a'‘cx-'ra* = a*x* — '2a i cx-{-a 1 (?+a*y*, (9) 

de donde 

(<*-a')x*-á t y i =a*(c*-á í ). (10) 

Consideremos ahora una cantidad nueva 


í> = W-o ! ; (11) 

más adelante se estudiará el significado geométrico de la cantidad b\ 
obsérvese ahora solamente, que c>« (véase n° 83), por consi¬ 
guiente, c 2 —a 2 >0, y la cantidad b es real. Por la igualdad (11), 
se tiene; 

b , = c*-a\ 


y, por lo tanto, la igualdad (10) se puede representar de la forma 


o sea 


** v' _ i 


( 12 ) 


Demoslremos que la ecuación (12) es la ecuación de la hipérbola 
dada. Esto no es evidente, puesto que la ecuación (12) se ha obtenido 
de la ecuación (6) después de haber eliminado dos veces los radicales; 
solamente es evidente, que la ecuación (12) es consecuencia de la 
ecuación (6). 

Tenemos que demostrar que la ecuación (6) es, a su vez, conse¬ 
cuencia de la ecuación (12), es decir, que estas ecuaciones son 
equivalentes. 

Supongamos que x, tj son dos números que satisfacen a la igual¬ 
dad (12), Efectuando los cálculos anteriores en orden inverso, 
partiendo de la igualdad (12), obtendremos, primero la igualdad (10) 
y, después, la igualdad (9), que la escribiremos ahora del siguiente 
modo: 

(ex — a 2 ) 2 = a 2 [(x—c) 2 -f- 1 / 2 ). 

Extrayendo la raíz de los dos miembros de esta igualdad, se tiene: 

cx—a' i =±.aV(x — c) a -\-ij-. (13) 

Si el punto (*, y) está situado en el semiplano izquierdo, se 
tiene *<0 y el primer miembro de la igualdad (13) es negativo. 
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Por lo tanto, en este caso, el segundo miembro de la igualdad (13) 
se debe tomar con signo menos. Si el punto (x, y) está situado 
en el semiplano derecho, tendremos *> 0 ; según la ecuación ( 12 ), 
se tiene, x^a. Como c>u, será cx>a t , y por consiguiente, el 
primer miembro de la igualdad (13) es positivo; en este caso, el 
segundo miembro se debe tomar con signo más. Así pues, la igual¬ 
dad (13) tiene el mismo significado que la igualdad ( 8 ). Efectuando 
las operaciones necesarias se obtiene la igualdad (7) de la ( 8 ); la 
igualdad obtenida la escribimos del siguiente modo: 

(x + c)- + y- = [| /(x-c)* + y> ± 2a]*. 

De aqui que 

V(x+C)* + y* = ± (k'(-v-c)*+ 0 * ± 2a). (14) 

Veamos qué signo se debe poner ante los paréntesis 
en el segundo miembro de esta igualdad. Consideremos dos casos. 

1) El punto (a\ y) está situado en el semiplano derecho; 
entonces, por lo dicho anteriormente, dentro de los paréntesis se 
debe poner el signo más y toda la cantidad que está encerrada 
entre paréntesis será positiva, o sea, ante los paréntesis se debe 
poner el signo más. 

2) El punto (*. y) está situado en el semiplano izquierdo. 
En este caso, el número x es negativo y el valor absoluto de la 
diferencia x—c es igual a la suma | a :| + c . Por la ecuación (12), 
se tiene, Iat| 2!o; además, c> a . Por consiguiente, (.v—c) s > 4o ! ; 
la suma (v—■ c) , -j -«/ 3 también será mayor que 4o 2 ; la raíz de esta 
suma será mayor que 2 a y toda la cantidad encerrada entre parén¬ 
tesis en el segundo miembro de la igualdad (14) será de nuevo 
positiva. Así pues, también en este caso se debe poner el signo 
más ante los paréntesis en la igualdad (14). Vemos pues, que para 
cualquier posición del punto ( x. y), la igualdad (14) se reduce a 
la forma 

V{x + c)* + 0 * = |- ( v—c ) 5 -¡-</ s ± 2a. 

de donde inmediatamente se obtiene la igualdad ( 6 ). 

En conclusión, la ecuación ( 6 ) se deduce de la ecuación (12), 
asi como la (12) se deduce de la ( 6 ). Por lo tanto, queda demos¬ 
trado que la ecuación ( 12 ) es la ecuación de la hipérbola dada, 
puesto que es equivalente a la ecuación ( 6 ). 

La ecuación (12) se llama ecuación canónica de la hipérbola. 

85. La ecuación 

i 

a= 6 1- • 

que determina una hipérbola respecto a un sistema de coordenadas 
cartesiano rectangular, es una ecuación de segundo grado; por consi¬ 
guiente, la hipérbola es una linea de segundó orden. 
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§ 31. Análisis de la forma de la hipérbola 

86. Ocupémonos del estudio de la hipérbola determinada por 
la ecuación 

S-S-*-' <’> 

Expresemos y, de la ecuación (I), como función de .x: 

y=± /**(!-ij 




Como la ecuación (I) solamente contiene términos de potencia 
par cada una de las coordenadas variables x, y, la hipérbola que 
ella determina es simétrica respecto a cada uno de los ejes coor¬ 
denados (se demuestra del mismo modo que en el caso semejante 
de la elipse; véase n°74); está claro que es suficiente considerar 
solamente la parte de la hipérbola que está situada en el primer 
cuadrante coordenado. 

Como la parte indicada de la hipérbola está situada en el se- 
miplano superior, su signo correspondiente en la ecuación (2) es +; 
y corno está situada a la vez en el semiplano derecho, para todos 
sus puntos será .x>0. De este modo, tenemos que analizar fa 
función 


y ™ 



O) 


con la condición de que a;> 0, y representar su gráfica. 

Tomemos en primer lugar x = 0. Sustituyendo .x = 0 en el segundo 
miembro de la fórmula (3), hallamos y = ~ V —a 5 ; hemos obtenido 


un número imaginario. Al crecer x, la cantidad y seguirá siendo 
imaginaria, mientras que x no tome el valor de a. Poniendo x = a 
en el segundo miembro de la fórmula (3), hallamos y = 0. Por con¬ 
siguiente, el punto A (a; 0) es el que está situado más a la izquierda 
de la gráfica. Al continuar creciendo x, la cantidad y se hace real 
y positiva; esto se ve inmediatamente de la fórmula (3), puesto 
que para x> a, se tiene a*> 0. De la fórmula (3) se ve tam¬ 
bién que y es una función creciente de .v (si x^a), es decir, 
que siempre que crece x, crece también y. Finalmente, de la fór¬ 
mula (3) se ve que al crecer indefinidamente x, crece también 
indefinidamente y (para x —► + <», también y —-+»)■ Resumiendo, 
llegamos a la siguiente conclusión: al crecer x, partiendo de x = a, 
el punto variable A! (x, y) que describe la gráfica se mueve siempre 
«hacia la derecha» y «hacia arriba», teniendo como posición inicial 
el punto A (a; 0); el alejamiento del punto M tanto «hacia la de- 
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recha» del eje Oy, como «hacia arriba» del eje Ox es infinito 
(fig. 55). 

87. Analicemos más detenidamente cómo el punto M «se aleja 
al infinito». 

Con este fin. además de la ecuación 

ym .+±m?=¡?, (4) 

que para x^a determina la parte de la hipérbola que estudiamos, 
consideraremos también la ecuación 

y~ +t x ’ < 5 > 

que representa una recta que pasa por el origen de coordenadas, 
cuyo coeficiente angular es * = . En la fig. 55 está representada 



la parte de esta recta situada en el primer cuadrante coordenado 
(para su construcción se ha utilizado el triángulo rectángulo OAB, 
cuyos catetos son: OA=a y AB=b\ es evidente que la recta OB 

tiene, precisamente, el coeficiente angular /e = -£-). 

Demostraremos que, alejándose al infinito , el punto M se apro¬ 
xima indefinidamente a la recta y = ^x. 

Tomemos un valor arbitrario de x(x^a) y consideremos dos 
puntos: M (x\ y) y N (.r; y); en donde 

y=*x. 

a 

El punto M (x; y) está situado en la hipérbola (4), el punto 
N (x; Y), en la recta (5); como estos dos puntos tienen una misma 
abscisa x, la recta que une los puntos M y N es perpendicular 
al eje Ox (fig. 56). Calculemos la longitud del segmento MN. 
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(6) 


Observemos, ante todo, que 

De aquí que Y > y, y, por consiguiente, MN--Y — tj. Pero 

y-,_¿(x-VP=SI-ife=!^Jg¿2a. 

es decir, 


y-u= 


ab 

x + Vx r —a 3 ' 


(7) 


Hagamos un análisis de la expresión obtenida, suponiendo que 
x —* + co. Su denominador representa una suma de dos sumandos 
positivos que crecen indefinidamente; por lo tanto, el denominador 
tiende al infinito (positivo) para x —*+oo. 
El numerador de esta expresión es la canti¬ 
dad constante ab. Como consecuencia de estos 
dos razonamientos, deducimos que el segundo 
miembro de la igualdad (7) tiende a cero 
para x — --l oo; por consiguiente, también 
tiende a cero MN = Y — y. 

Indiquemos mediante P el pie de la per- 



F i g. 56. 


pendicular bajada desde el punto M a ia recta 
U = ^x (MP es la distancia desde el punto M 

a esta recta). Es evidente que MP < MN, y como MN —* 0, también 
MP —. 0. Esto es lo que se quería demostrar. 

Asi pues, si el punto variable M tiende al infinito por la parle 
de la hipérbola (1) situado en el primer cuadrante coordenado, la 
distancia del punto M a la recta y = jX tiende a cero. 


88. Sea G una linea cualquiera', sea M un punto variable de 
ella y a una recta. Si es posible un movimiento del punto M por 
la linea O, de tal modo que: 1) el punto M se aleje al infinito; 

2) la distancia del punto M a la recta a tienda a cero, entonces, 

se dice que la linea G se aproxima de un modo asinlótico a la 

recta a. En este caso, la recta a se llama asíntota de la linea G. 

Empleando la terminología indicada podemos formulare! resultado 
del análisis hecho en el n°87 del modo siguiente. 

La gráfica de la función y==^ V x 1 — a- (o sea, la parte consi¬ 


derada de la hipérbola) se aproxima de manera aslntólica a la recia 
y — ^x para x —-f oo; es decir, que la recta y=^x es asíntota de 
la gráfica de la función y = ^Vx‘—a 1 (y, a la vez, es asíntota 
de nuestra hipérbola). 
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89. Seguidamente señalaremos algunas particularidades comple¬ 
mentarias sobre la situación de la hipérbola respecto a sus asíntotas 
(teniendo siempre en cuenta solamente la parte de la hipérbola 
situada en el primer cuadrante coordenado). 

Consideremos de nuevo los puntos M (a - ; y) y N (a; Y) tratados 
en el n’87 y recordemos qué el punto M está situado en la hipérbola 
y, el punto N, en la asíntota. Como ha sido establecido en el n°37 
se verifica la desigualdad. Y > y. De esto se deduce, que el punto M 
siempre está «más abajo» que el punto N. Mejor dicho, la parle 
de la hipérbola ( 1 ) situada en el primer cuadrante coordenado, está 
situada en toda su extensión «debajo » de su asíntota. 

Por la fórmula (7), se tiene: 


»- x+y rjí=2- 

Siendo el denominador de este quebrado real y positivo para 
* S& u, éste crece, al crecer x. Como aquí el numerador es una can¬ 
tidad constante, por lo indicado anteriormente, al crecer x, el mismo 
quebrado siempre decrece. 

De este modo, podemos afirmar que, si x tiende de una manera 
monótona al infinito positivo (es decir, que crece constantemente), 
MN ^ Y—y tiende también a cero de un modo monótono (es 
decir, que decrece constantemente). 

Sea q el ángulo de inclinación de la recta (/ = -£■*• con el eje Ox, 
y P el pie de la perpendicular bajada desde el punto M a esta 
recta; es evidente, entonces, que 

MP = MN -eos q. (8) 

Como MN tiende a cero de manera monótona, y cosq es constante, 
de la fórmula (8) se deduce, que MP tiende a cero de una manera 
monótona. 

Dicho de otro modo, cualquiera que sea la situación del punto 
M en la hipérbola (4) (en el primer cuadrante coordenado), si el 
punto se mueve «hacia la derecha» por la hipérbola, su distancia 
hasta la asíntota disminuye. Esta circunstancia la expresaremos 
del modo siguiente: la aproximación de la hipérbola a su asíntota 
es monótona. 

90. Hagamos un resumen de todo lo expuesto en los n°n° 86—89. 

La parte de la hipérbola considerada, que está situada en el primer 
cuadrante coordenado, parte del punto A (o; 0) y va al infinito «hacia 
la derechas y «hacia arribas, aproximándose de un modo asintótico 
a tu recta y — — x «por debajo» y de modo monótono. 

La íig. 55 ha sido construida de acuerdo con la proposición 
expuesta. 
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Nota. Son importantes también las siguientes dos propiedades 
de la gráfica considerada: 1) su dirección en e! punto A (a; 0) es 
perpendicular al eje Ox, 2) su convexidad siempre está dirigida 
hacia «arriba». Sin embargo, aquí no vamos a demostrar estas 
propiedades, puesto que tal discusión de la gráfica seria más 
natural hacerla empleando los medios del análisis matemático. 

91. Una vez estudiada la parte de ia hipérboba (4) situada en 
el primer cuadrante coordenado, se puede determinar fácilmente 
la forma general de la [hipérbola entera, ya que ésta es simétrica 
con respecto a los ejes coordenados. 

En la fig. 57 está representada la hipérbola determinada por 
la ecuación 


Es fácil de entender que ésta (la hipérbola entera) tiene dos asíntotas 



la primera de estas rectas ya la conocemos, la segunda es simétrica 
a ésta con respecto al eje Ox (o al eje Oy). 

Generalmente, los ejes de simetría de la hipérbola se llaman 
simplemente ejes y el punto de intersección de los ejes, centro de 
la hipérbola. (En este caso, se trata de ia hipérbola cuyos ejes 
coinciden con los ejes coordenados). Uno de los ejes (en este caso, 
el que coincide con el eje Ox) corta a la hipérbola, el otro no la 
corla. Los puntos de intersección de la hipérbola con el eje se 
llaman vértices ; la hipérbola tiene dos vértices (en la fig. 57 
éstos se denotan con las letras A y A'). 

El rectángulo con los lados 2 a y 2Í>. situado simétricamente 
respecto a los ejes de la hipérbola y que es tangente a la misma 
en los vértices, lo llamaremos rectángulo principaI de la hipérbola 
(rectángulo BB'C'C de la fig. 57). Las diagonales del rectángulo 
principa! de la hipérbola coinciden con sus asíntotas. 

Obsérvese que en los libros de matemáticas está convenido 
llamar también ejes de ia hipérbola a los segmentos de longitud 
2a y 2b que unen los puntos medios de los lados opuestos del 
rectángulo principal. De acuerdo a esto, se suele decir que la 
ecuación 

o» b- 

determina una Hipérbola con los semiejes a y b. 

Nota. Si. se quiere hacer el croquis de la hipérbola con los 
semiejes a y b, se debe construir, primero, el rectángulo principal y, 
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después, las asíntotas. Después de esto, se puede representar !a 
misma hipérbola, bien «a ojo», bien trazando previamente algunos 
de sus puntos en el plano. En la fig. 57 está señalado con líneas 
de puntos cómo se pueden trazar los focos de la hipérbola, conociendo 
su rectángulo principal; es evidente que esta construcción está 
basada en la igualdad c s = a* 4 -ó* (que se deduce de la fór¬ 
mula (11) n° 84). 



92. Consideremos ahora la ecuación de la forma: 



(9) 


Mediante una permutación de las letras x e y, a y b, ésta se 
reduce a la ecuación estudiada en los párrafos anteriores. De aquí 
se ve claro que la ecuación (9) determina una hipérbola como la 
representada en la fig. 58 (sus vértices D y B' están situados en 
el eje Oy). La ecuación (9) se llama también ecuación canónica 
de la hipérbola. 

93. Dos hipérbolas que en un mismo sistema de coordenadas 
se determinan por las ecuaciones 



con iguales valores de a y b, se llaman conjugadas entre si. 

94. La hipérbola, cuyos semiejes son iguales (a = b), se llama 
equilátera, La ecuación canónica de ia hipérbola equilátera se puede 
escribir de la forma siguiente: 


.«* — (/* = a 8 . 


Es evidente que el rectángulo principal de la hipérbola equilá¬ 
tera es un cuadrado; está claro que las asíntotas de la hipérbola 
equilátera son perpendiculares entre si. 


4 M 3364 
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§ 32. Excentricidad de la hipérbola 

95. Se llama excentricidad de la hipérbola a la relación de la 
distancia entre los focos de esta hipérbola a la distancia entre sus 
vértices-, designando la excentricidad de la hipérbola con la letra s, 
se tiene; 



Como para la hipérbola tenemos c>a, resulta e>l; osea, 
la excentricidad de la hipérbola es mayor que la unidad. 
Observando que tf — at + b 1 , hallamos: 


e 3 - 



1 



de aquí que 



Por consiguiente, la excentricidad se determina por la razón — 
y esta razón, a su vez. se determina por la excentricidad. De este 
modo, la excentricidad de la hipérbola es una característica de la 
forma de su rectángulo principal y, por lo tanto, de la forma de 
la misma hipérbola. 

Cuanto menor sea la excentricidad, es decir, cuanto más se 
aproxime a la unidad, tanto menor será e*—1, y tanto menor 
será, por lo tanto, la razón por consiguiente, cuanto menor 
sea la excentricidad de la hipérbola, tanto más alargado será su 
rectángulo principal (en dirección del eje que une |os vértices). 
En el caso de la hipérbola equilátera, a = b y e = V^2. 


§ 33. Expresiones racionales de los radios locales de la hipérbola 

96. Consideremos un punto arbitrario M(r, y) situado en la 
hipérbola dada. Si r, y r¡ son los radios focales de este punto, tenemos 

r^W+WT?. r,=V(x-cy + ,f. (1) 

Resulta que para las expresiones de los radios focales se pueden 
dar fórmulas que carecen de irracionalidades. 

En efecto, de la igualdad (8) n" 84, resulta: 

V(x-c)* + íp* = ± (i- 1 - 0 ) ! 

aquí el signo más se refiere al caso en que el punto M está 
situado en la rama derecha de la hipérbola. Poniendo—= b y 



teniendo en cuenta la segunda de las igualdades (I), se tiene: 

r 1 = ±(ex-a). (2) 

Para expresar e! primer radio focal utilizáremos la relación fun¬ 
damental: r,— r s = ±2fl, donde el signo más también se refiere 
a los puntos de la rama derecha de la hipérbola. Dé esta relación 
hallamos, r l — r 1 ± 2o = ± (ex-~- a). En conclusión, para los puntos 
de la rama derecha de la hipérbola, 

r 1 = ex + a, r, = ex—a, (3) 

y para los puntos de la rama izquierda 

r, = —(ex-fa), r, = — (ex-a). (4) 

Estas fórmulas se emplearán a menudo en el siguiente párrafo. 


§ 34. Directrices de la elipse y de la hipérbola 

97. Consideremos una elipse e introduzcamos un sistema de 
coordenadas cartesiano rectangular, de tal modo que esta elipse se 
determine por la ecuación canónica 


Supongamos que la elipse considerada no es una circunferencia, es 
decir, que a =£b y, por lo tanto, e^O. Supongamos, además, que 
esta elipse es alargada en dirección del eje Ox, o sea, que a > b. 
, Dos recias, perpendiculares al eje mayor de la elipse y simétricas 
' con respecto al centro, situadas a la distancia — de él, se llaman 
directrices de la elipse. 

Las ecuaciones de las directrices en el sistema de coordenadas 
elegido son de la forma 




a 


s 


y 


■ + f- 


Convengamos en llamar a la primera, de la izquierda y, a la segunda, 
de la derecha. 

Como para la elipse e< 1, se tiene ^ > a. De aquí se deduce 

3 ue la directriz de la derecha está situada a la derecha del vértice 
erecho de la elipse; por analogía, la directriz de la izquierda eslá 
situada a la izquierda del vértice izquierdo. En la fig. 59 eslá 
representada una elipse con sus directrices. 

98. Consideremos una hipérbola e introduzcamos un sistema de 
coordenadas cartesiano rectangular, de tal modo que esta hipérbola 
se determine por la ecuación canónica 


4' 
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Dos rectas, perpendiculares al eje de la hipérbola, que la cortan 
y son simétricas con respecto al centro, situadas a la distancia 

— de él, se llaman directrices de la hipérbola. 

Las ecuaciones de las directrices en el sistema de coordenadas 
elegido son de la (orina 


La primera de ellas la llamaremos directriz de la izquierda, 
la segunda, directriz de la derecha. 

Como para la hipérbola e>l, resulta -^-<a. De aquí se de¬ 
duce, que la directriz de la derecha está situada entre el centro 
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y el vértice derecho de la hipérbola; análogamente, la directriz de 
¡a izquierda está situada entre el centro y el vértice izquierdo. 
En la fig. 60 está representada una hipérbola con sus directrices. 

99. Los dos teoremas siguientes manifiestan la importancia de 
las directrices de la elipse y de la hipérbola. 

Teorema 11. Si r es la distancia de un punto arbitrario de 
la elipse a uno de los focos, d es la distancia del mismo punto a 
la directriz correspondiente a este foco, la razón ^ es una cantidad 
constante, igual a la excentricidad de la elipse: 


Demostración. Supongamos, para precisar, que se trata 
del foco derecho y de la directriz de la derecha. Sea M (x\ y) un 
punto arbitrario de la elipse (véase la fig. 59). La distancia del 
punto M a la directriz de la derecha se expresa por la igualdad 

d= f-x. (1) 
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que fácilmente se ve en el diagrama; la distancia del punto M al 
foco derecho la proporciona la segunda de las fórmulas (2) § 27: 

r = a — ex. (2) 

De las relaciones (1) y (2) tenemos: 

r a—ex (a—tx)e 

da a—tx = ' 

- X 

e 

Con esto, el teorema queda demostrado. 

Teorema 12. Si r es ¡a distancia de un punto arbitrario de 
la hipérbola a alguno de los focos y d es la distancia de este mismo 
punto a la directriz correspondiente a este foco, la razón -j- es una 
cantidad constante, igual a ¡a excentricidad de la hipérbola: 



Demostración. Supongamos, para precisar, que se trata 
del foco derecho y de la directriz de la derecha. Sea M(x\ y) un 
punto arbitrario de la hipérbola (véase la fig. 60). Tenemos que 
analizar dos casos: 

1) El punto M está situado en la mitad derecha de la hipérbola. 
Entonces, la distancia del punto M a la directriz de la derecha 
se expresa por la igualdad 

¿ = (3) 

la cual fácilmente se ve en la figura. La distancia del punto M 
al foco derecho la proporciona la segunda de las fórmulas (3) § 33: 

r = ex—a. (4) 

De las relaciones (3) y (4) tenemos: 


— ex—a (ex— o)e 

d = x _° m IS ex—a ~ 

2) El punto M está situado en la mitad izquierda de la 
hipérbola. Entonces, la distancia del punto Af a la directriz de la 
derecha se expresa por la igualdad 


¿=M+t 


(|*| es la distancia del punto M al eje Oy, £ es la distancia de 
la directriz al eje Oy, d es la suma de estas distancias); pero 
como M está situado en la mitad izquierda de la hipérbola, * es 
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una cantidad negativa, por consiguiente, |*| = — x, y se tiene! 

d=,-x+j-. (5) 

La distancia del punto M al foco derecho la proporciona la segunda 
de las fórmulas (4) § 33: 

r = — (ex—a). (6) 

De las relaciones (5) y (6), hallamos: 

r — (es—a) _ (—tx+a)a 

d _i+— — tx+a 

Con lo que el teorema queda demostrado. 

100. La propiedad de la elipse y de la hipérbola expresada por 
los teoremas anteriores puede servir de base para la definición de 
estas lineas. A saber: el lugar geométrico de los punios, para los 
cuales la distancia r de un punto fijo (foco) y la distancia d a una 
recta [ija (directriz) forman una razón constante 

L .= e(e=const), 

es una elipse, si e < 1, y una hipérbola, si e > 1. (Para comprobar 
esta afirmación se debe deducir la ecuación del lugar geométrico 
indicado y verificar que la ecuación obtenida representa una elipse 
0 una hipérbola, según que e< I o que e> I.) 

Es lógico preguntarse: ¿qué representa el lugar geométrico de 
los puntos, determinado de modo análogo, pero con la condición 
de que sea e=l, es decir, el lugar geométrico de los puntos paia 
cada uno de los cuales r=d? Resulta que es una nueva linea de 
segundo orden, llamada parábola. 

§ 35. La parábola. Deducción de la ecuación canónica 
de la parábola 

101. Se llama parábola al lugar geométrico de puntos equidistan¬ 
tes de un punto fijo del plano, llamado foco, y de una recta fija, 
llamada directriz (se supone que esta recta no pasa por el focoi. 

Está convenido designar el foco de la parábola con la letra F, 
la distancia del foco a la directriz, con la letra p. La cantidad 
p se llama parámetro de la parábola. En la fig. 61 está representada 
la parábola (el lector obtendrá una explicación completa de esta 
figura después de leer algunos de los párrafos que siguen). 

Nota. De acuerdo a lo expuesto en el n° 100, se dice que la 
excentricidad de la parábola es e = 1. 

102. Sea dada una parábola (suponemos a la vez que se conoce 
el parámetro p). Introduzcamos en el plano un sistema de coordenadas 
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cartesiano rectangular, cuyos ejes los situaremos de un modo especial 
respecto a dicha parábola. A saber: tracemos el eje de abscisas por el 
foco perpendicular a la directriz y supongamos que lleva la direc¬ 
ción de 'a directriz al foco; el origen de coordenadas lo situaremos 
en medio del foco y la directriz (fig. 61). 

Deduzcamos la ecuación de la parábola 
en este sistema de coordenadas. 

Tomemos en el plano un punto arbi¬ 
trario M y designemos sus coordenadas 
mediante x e y. Designemos por r la 
distancia del punto M al foco (r = FM), 
por d, la distancia de! punto Af a la 
directriz. El punto Ai estará situado en 
la parábola dada cuando, y sólo cuando, 

r = d. ( 1 ) 

Para obtener la ecuación buscada, es ne¬ 
cesario sustituir las variables r y d en 
la igualdad (1) por sus expresiones me¬ 
diante las coordenadas variables x, y. 

Hagamos notar que el foco F tiene las 
coordenadas { y ; 0 ¡; teniendo en cuenta 
muía (2) n° 18, hallamos: 

r = V( x —?)'+y'- (2) 

Designemos con la letra Q el pie de la perpendicular bajada desde el 
punto Al a la directriz. Es evidente que las coordenadas del punto 
Q son y; y'j ; de aquí y por las fórmulas (2) n° 18, obtenemos: 

d = AÍQ = ]/(x + f )*+ (y—i/)* = x+ (3) 

al extraer la rai 2 hemos tomado x+ycon su mismo signo, pues¬ 
to que r+y es un número positivo; esto es debido a que el punto 
M (x; y) tiene que estar situado en la parte que está el foco respecto 
a la directriz, es decir, tiene que ser x > —, dedondex + y> o) . 

Sustituyendo r y d en la igualdad (1) por sus expresiones (2) 
y (3), hallamos: 

Esta es la ecuación de la parábola considerada en el sistema de 
coordenadas asignado, puesto que a ella satisfacen las coordenadas 



esto y aplicando la fór* 
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del punto M (.xr; y) cuando, y sólo cuando, el punto M está situado 
en la parábola dada. 

Queriendo obtener la ecuación de la parábola en una forma más 
simple, elevaremos al cuadrado los dos miembros de la igualdad (4); 
obtendremos: 

x*-px+£ + y*=*x*+px+!j t (5) 

o sea, 

p* = 2px. (6) 

La ecuación (6) la hemos obtenido como consecuencia de la ecuación (4). 
Por otra parte, es fácil demostrar que la ecuación (4) se puede deducir 
de la ecuación (6). En efecto, la ecuación(5) se deduce («a la inversa») 
de la ecuación (6); además, de la ecuación (5), se tiene: 

Y (*-•!)* +^=±(*+7). 

Queda por demostrar que, si x, y satisfacen a la ecuación (6), so¬ 
lamente se puede tomar aqui el signo más. Pero esto es claro, puesto 
que por la ecuación (6), x«^, por consiguiente, x^O, y por eso, 

x es un número positivo. En conclusión, obtenemos la ecuación 
(4). Como las ecuaciones (4) y (6) son consecuencia una de la otra, 
éstas son equivalentes. De esto se deduce que ¡a ecuación (6) es la 
ecuación de la parábola. Esta ecuación se llama ecuación canónica 
de la parábola. 

103. La ecuación y 1 = 2px, que determina una parábola en un 
sistema de coordenadas cartesiano rectangular, es una ecuación de 
segundo grado; por lo tanto, ¡a parábola es una linea de segundo orden. 

§ 36. Análisis de la forma de la parábola 

104. Procuraremos aclarar la forma de la parábola haciendo un 
análisis de su ecuación 

? ! = 2px (1) 

y, por lo tanto, daremos un fundamento a la representación en el 
piano de la misma, indicada anteriormente. 

Como la ecuación (1) contiene solamente una potencia par de y, 
la parábola determinada por ella es simétrica con respecto al eje Ox. 
Por eso, es suficiente estudiar solamente aquella parte de la misma 
que está situada er. el semiplano superior. Esta parte dé la parábola 
se determina por la ecuación 

y=+V2fi. (2) 

Para valores negativos de x, la ecuación (2) proporciona valores 
imaginarios de y. Por lo tanto, a la izquierda del eje Óy no hay ningún 
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punto de la parábola. Parax = 0, tendremos y = 0. O sea, el origen 
de coordenadas está situado en la parábola y es el punto de la misma 
qué está situado más a la «izquierda». Supongamos ahora que x 
cfece, partiendo de cero; como bien se ve por la ecuación (2), y 
crecerá constantemente. De la ecuación (2) también, se ve que 
y —>-+oo, si x — -foo. 

Por consiguiente, al describir la parte considerada de la parábola, 
el punto variable M (x, y) parte del origen de coordenadas y >e 
mueve'fhacia la derecha» y «hacia arriba»; el alejamiento del punto M 
del eje Oy «hacia la derecha» y del eje Ox «hacia arriba» es infi¬ 
nito (fig. 62). 

Nota. Son esenciales otras dos propiedades de la parábola'. 

1) su dirección en el punto 0(0; 0) es perpendicular al eje Ox: 

2) la convexidad de la parte de la parábola, situada en el semiplano 


superior, está dirigida «hacia arriba». La figura 62 se ha trazado de 
acuerdo a estas propiedades. Aquí no vamos a demostrar estas pro¬ 
piedades, puesto que resulta más natural analizar tales líneas 
empleando los métodos del análisis matemático. 

105. Una vez determinada la forma de la parte de la parábola 
situada en el semiplano superior, será fácil determinar la forma de 
la parábola entera. Para eso es suficiente efectuar un trazado simétrico 
con respecto al eje Ox. La figura 61 considerada anteriormente nos 
da una idea general de la parábola entera dada por la ecuación 

y t = 2px. 

Generalmente, el eje de simetría déla parábola se llama simple¬ 
mente eje (en este caso coincide con el eje Ox). El punto en el que 
la parábola se corta con su eje se llama vértice (en este caso el vértice 
coincide con el origen de coordenadas). El número p, es decir, el 
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parámetro de la parábola, expresa la distancia del foco a la direc¬ 
triz. El significado geométrico del parámetro p se puede describir 
también del siguiente modo. Tomemos un valor determinado de la 
abscisa, por ejemplo, x¡=l, y hallemos de la ecuación (1) los va¬ 
lores correspondientes de la ordenada: y=*±V2p. En la parábola 
obtenemos dos puntos, M, (l; + V2p) y Af a (l; —V"2p), simétricos 

respecto al eje: la distancia entre ellos es igual a 21^2 p. Por lo 

tanto, 2 J /"2 p es la longitud de la cuerda de la parábola trazada 
perpendicularmente al eje, a la distancia de una unidad de longitud 
del vértice. Vemos pues, que la longitud de esta cuerda (=2 V2p) 
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es tanto mayor, cuanto mayor sea p. Por consiguiente, el pará¬ 
metro p caracteriza la «amplitud» del recinto limitado por la pará¬ 
bola, con la condición de que esta «amplitud» se mida perpendicular¬ 
mente al eje, a una distancia determinada del vértice. 

106. La ecuación 

í/’ = — 2px (3) 

(para valores positivos de p) se reduce a la ecuación y i — 2px, 
después de la sustitución de x por— x, es decir, después de una 
transformación de coordenadas que corresponde al cambio de la 
dirección del eje Ox por la contraria. De aquí que la ecuación 
y 2 ~ — 2 px también determina una parábola, cuyo eje coincide con 
el eje Ox y el vértice con el origen de coordenadas, pero situada 
en el semiplano izquierdo (así como está representado en la fig. 63). 

107. Por analogía con |o anterior, podemos afirmar que Cada 
una de las ecuaciones 

x‘ = 2py, x* = —2py 
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(p > 0) determina una parábola con el vértice en el origen de coor¬ 
denadas, situada simétricamente con respecto al eje Oy (estas ecua¬ 
ciones de la parábola, así como las ecuaciones (1) y (3) se llaman 
canónicas). La parábola determinada por ¡a ecuación x‘ = 2py la 
llamaremos ascendente, la determinada por la ecuación .«* =—2 py, 
descendente (véanse sus correspondientes, fig. 64, a y 6); estas de¬ 
nominaciones son naturales y no exigen explicaciones. 

§ 37. Ecuación polar de la elipse, hipérbola y parábola 

108. Vamos a deducir la ecuación polar de la elipse, hipérbola 
y parábola (cuya forma de escritura es común para estas tres lineas), 
estando situado el eje polar de una manera especial ; emplearemos 
con este fin los resultados expuestos en los n°n° 99—102. Advertimos, 
sin embargo, que en el caso de la hipérbola, esta ecuación no de¬ 
termina toda la linea, sino solamente una de sus ramas. 



Sea dada una de las líneas nombradas; la elipse, la hipérbola 
o la parábola (si la linea dada es la hipérbola, consideraremos 
solamente una de sus ramas); designémosla con la letra L. 

Supongamos que F es el foco de la línea y g la directriz correspon¬ 
diente a este foco (en el caso de la hipérbola, por F y g tomaremos 
el foco y la directriz más aproximados a la línea considerada). 

Introduzcamos un sistema polar de coordenadas de tal modo, 
que el polo coincida con ei foco F y el eje polar con el eje de la 
linea L\ partiendo del polo, la dirección del eje tiene que ser opuesta 
al lado en que se encuentra la directriz g (fig. 65). Designemos, 
como siempre, las coordenadas polares de un punto arbitrario /VI 
de la iínea L mediante p y 0. Para deducir la ecuación de la 
línea L, partiremos de la relación 
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en donde e es la excentricidad de la línea y r y d tienen el mismo 
significado que en los n°n° 99—102. 

Como el polo coincide con el foco F, se tiene, 

r = p. (2) 

Además, 

d = QM = DN = DF + FN = DF + p eos 9. (3) 

Supongamos que P es un punto situado en la linea L de tal manera, 
que el segmento FP sea perpendicular al eje de la línea L, y sea 
p la longitud del segmento FP. Es decir, p es la mitad de la cuerda 
focal de la línea L, que es perpendicular a su eje ; esta cantidad se 
llama parámetro focal de la linea L*). 

Como resultado de la relación fundamental (1), referida a todos 
los puntos de la línea L, se tiene (y en particular para el punto P): 


de donde SP=^- = j-- Pero, SP = DF ; por lo tanto. 



De la última igualdad y de la igualdad (3) obtenemos} 
d =¿ +pC os0. 


(4) 


Sustituyendo ahora r y d en el primer miembro de la ecuación (1) 
por sus expresiones (2) y (4), hallamos: 


de donde. 


j--j-pCOS0 


P 


P 

1 —ecosQ ' 


( 5 ) 


Esta es la ecuación polar de la elipse, hipérbola (mejor dicho, una 
rama de la hipérbola) y parábola. Aquí p es el parámetro focal y e la 
excentricidad de la curva. La ecuación (5) se aplica en la mecánica; 


*) Si la línea L es la parábola, FP = PS (véase n° 101), por lo tanto, p = 
= DF. es decir, p es la distancia del loco a la directriz. Asi pues, en este caso 
la magnitud p coincide con el parámetro de la parábola que conocimos antes, 
designándole con la misma letra. 
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§ 38. Diámetros de las líneas de segundo orden 


109. El teorema expuesto a continuación nos proporciona una propiedad 
imprevista y muy importante de las lineas de segundo orden (de la elipse, hi¬ 
pérbola y parábola); 

Teorem a 13. Los puntos medios de las cuerdas paralelas de una linea de 
segundo orden están situados en una recta. 

Demostración. 1) Supongamos que la línea dada es una elipse: 


S+S-* 


(1) 


(íig. 66). Designemos por k el coeficiente angular común de las cuerdas parale¬ 
las; entonces, la ecuación de cada una de ellas se puede escribir de la forma 

y=kx+l; (2) 

.aquí i tiene valores diversos para cuerdas diferentes. 



Fig. 66. 


Vamos a buscar los extremos de la cuerda determinada por la ecuación (2) 
para algún valor de l. Resolviendo simultáneamente las ecuaciones (1) y (2) eli¬ 
minamos y de ellas; resulta; 


o* T b« 


= 1 . 


o sea, 

(6» + o«**)*»+2a‘A/x+o*(/ , -¡> a )=0. (3) 

Las raíces x¡, x, de esta ecuación cuadrada son las abscisas de los extremos M¡, 
Al. de la cuerda. Sea Af 0 (x 0 . y a ) el punto medio de esta cuerda; entonces 


■Sa¬ 


pero. por el conocido teorema de la suma de raíces de la ecuación cuadrada 

2a*tt 

*.+*«■— w+w- 


Por lo tanto. 


*o = — 


a'-kl 

P + eNfi’ 


Conociendo x 0 , hallamos y, de la ecuación (2): 

y 0 =‘ X o +' = “ F+^JF f' = ' 
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Gomo k jé ± -2-, se tiene, b 3 —a-k 1 r- 0. Por consiguiente, la ecuación (9) es 

cuadrática. Las raíces i,, x t de esta ecuación cuadrática son las abscisas de los 
extremos Aí lt Al. de-la cuerda. Sea At„ (x c ; y„j el punto medio de la misma 
cuerda; entonces 

, *i + *s 


Aplicando el teorema de la suma de las ralees de la ecuación cuadrática, ha¬ 
llamos: 

2 cfikl 


a'kl 


Por lo tanto, x 0 = ^. Conociendo x t . hallamos y, de la ecuación (8): 

a «M/ 

Concluyendo, 

tflkl 

*»“6* 


m 

=¿rrp*i- 

b>l 


i - a 'k ‘' 


( 10 ) 


Variando aquf l, obtendremos las coordenadas de los puntos medios de diversas 
cuerdas paralelas entre si de la hipérbola; pero como bien se ve en las relacio¬ 
nes ( 10 ). * 0 , u a están constantemente ligados 
por la ecuación 


y* 

*o 


b* 


o sea, y 0 = k'x t , en donde 
* — o a ft' 


(ID 


» pu 

las cuerdas están situados en la recta 

y=*'x. (12) 

3) Supongamos, finalmente, que ia linea 
dada es una parábola 


■-ipx 


(13) 


(lig. 68). Designemos por k el coeficiente 

angular común a las cuerdas paralelas; enton¬ 
ces. la ecuación de cada una de ellas se puede 
escribir de la forma 



Fig. 68. 


» = ** + (• 


( 14 ) 


Hagamos notar inmediatamente que las cuerdas de la parábola no pueden ser 
paralelas a su eje (puesto que cada recta paralela al eje se corta con la pará¬ 
bola solamente en un punto); por eso k ¿ 0. 

Vamos a buscar los extremos de la cuerda, determinada por la ecuación (14), 
en donde l toma un valor determinado. Resolviendo simultáneamente las ecua¬ 
ciones (13) y (14) y eliminando y. témenos: 

(** + ()>-2p* = 0. 
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o sea. 


Á*x* + 2 (W — p) x + í ! ■= 0. (15) 

Como á O, la ecuación (15) es cuadrática. Las raíces x, y x. de esta ecuación 
son las abscisas de los extremos M, y M. de la cuerda. Sea /M„(x 0 ; y 0 ) el 
punto medio de esta cuerda. Se tiene: 


x<¡= 


— Í2 + Í*. 


por el teorema de la suma de las ratees de la ecuación cuadrática. 


x -J-v - ~ ' «■ ~ Pl 

*.+* = - F , - 


Por 


lo tanto, x t = S-~¿í, Conociendo xo, hallamos y 0 de la ecuación (14): 


y 0 = ftx 0 + /=*^ i i / +'-y. 

Asi pues, 

x °~ P ~k‘ U • 1,0=1 J' ( ,6 ) 

Variando aaui I. obtendremos las coordenadas de los puntos medios de diversas 
cuerdas de la parábola paralelas entre si; pero, sin embargo, como bien se ve de 

las relaciones (16), y 0 permanece constantemente igual al número ~. Por lo 

tanto, los puntos medios de todas las cuerdas están situados en la recta 
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que es paralela al eje de abscisas y, a la vez. es paralela al eje de la parábola. 

Podríamos decir ahora que el teorema está completamente demostrado, si no 
hubiese errores en nuestros razonamientos. En realidad, la cuerda de la linea de 
segundo orden la hemos representado por la ecuación con coeficiente angular (de 
la forma p=áx-(-í). Por lo tanto, nuestros razonamientos pierden el sentido, si 
las cuerdas consideradas son paralelas al eje Oy (puesto que las rectas paralelas 
al eje Oy carecen de coeficiente angular). Sin embargo, para tales cuerdas, el 
teorema es consecuencia inmediata de las propiedades de simetría de la elipse, de 
la hipérbola y de la parábola. En efecto, la elipse, la hipérbola y la parábola 
dadas por las ecuaciones canónicas (I), (7) y (13) son simétricas con respecto al 
eje Ox. 

Por consiguiente, cuando las cuerdas de estas líneas son paralelas al eje Oy, 
los puntos medios de las mismas también están situados en una recia (en 
el eje Ox). 


110. La recia que pasa por los punios medios de las cuerdas paralelas de una 
linea de segundo orden se llama diámetro. 

Todos tos diámetros de la elipse y de la hipérbola pasan por el centro; 

( eométricamente esto está claro (puesto que el centro es el punto medio de todas 
as cuerdas que pasan por él) y también se ve inmediatamente de las ecuaciones 
(6) y (12) n° 109. 

Por la ecuación (17), todos los diámetros de la parábola son paralelos a su eje. 
Señalemos alguna; propiedades de los diámetros de la elipse y de la hipérbola. 
Considerémosla elipse 


0 a 
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Sea k el codicíente angular de alguno de sus diámetros. Tracemos una cuerda 
de la elipse paralela a este diámetro; el lugar geométrico de los puntos medios 
de estas cuerdas es otro diámetro, que se llama conjugado al primero. Su coefi¬ 
ciente anguiar k' está determinado por la igualdad (5), o sea, 



(18) 


Vamos ahora a buscar el diámetro conjugado al diámetro de codicíente angular k'\ 

K r analogía, el coeficiente angular k de este nuevo diámetro se determina por 
igualdad 



Por esto y por la ecuación (18), hallamos: k = (¡. 

Por lo tanto, si uno de dos diámetros de la elipse es conjugado al otro, este 
último 1 será conjugado al primero. Por eso, tales diámetros se llaman conjugados 
entre si:'La relación (18) se llama condición de conjugación de diámetros (ae la 
elipse), cuyos coejicientes angulares son k y ft'. 
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La conjugación mutua de diámetros se puede también expresar asi: si uno 
de dos diámetros dr la elipse divide por la mitad tas cuerdas paralelas al otro, 
este último divide por la mitad tas cuerdas paralelas al primero (iig. 69; esta 
figura sirve también de ilustración a una interesante consecuencia de la proposi¬ 
ción anterior: las tangentes a la elipse en los extremos de su diámetro son para¬ 
lelas entre si y son paralelas al diámetro conjugado). 

Todo lo dicho anteriormente sobre los diámetros de la elipse se refiere 
también a los diámetros de la hipérbola. Solamente que la condición de 
conjugación de los diámetros de la hipérbola difiere un poco de la relación ( 18 ). 
A saber: si la hipérbola se ha dado por la ecuación 


la condición de conjugación de sus diámetros, cuyos coeficientes angulares son k 
y k\ es: 



(19) 


Esto se deduce de la igualdad (11). 

Observación. Los ejes de simetría de la elipse y de la hipérbola son 
diámetros conjugados entre si. ya que cada uno de ellos divide por la mitad las 
cuerdas paralelas al olro. Los e’jes de simetría se distinguen de los demás pares 
de diámetros conjugados en que, además de ser conjugados entre sí, son mutua¬ 
mente perpendiculares. 


113 


§ 39. Propiedades ópticas de la elipse, hipérbola y parábola 

111. Entre las propiedades más notables de ia elipse, hipérbola 
y parábola se distinguen sus propiedades ópticas. A propósito, 
estas propiedades muestran que el nombre “foco" tiene su origen 
en la física. 

En primer lugar, vamos a dar su enunciado geométrico. 

1. La recta tangente a la elipse en un punto Af forma con los 
radios focales F,M y F.M ángulos iguales y pasa por fuera del 
ángulo F í MF 2 (fig. 70, á). 



Fig. 70. 


2. La recta tangente a la parábola en un punto M forma ángulos 
Iguales con el radio focal FM y con el rayo que, partiendo del 
punto M, va paralelo al eje de la parábola en la dirección en que 
¡a parábola se extiende indefinidamente (fig. 70, b). 

3. La recta, tangente a la hipérbola en un punto M, forma 
ángulos iguales con los radios focales F,M y F t M y pasa por 
dentro del ángulo F l MF i (fig. 70, c ). 

Aquí no nos vamos a' detener en ia demostración de estas pro¬ 
piedades. Solamente agregaremos que. para su demostración mediante 
el cálculo, sería necesario saber expresar el coeficiente angular de 
la tangente, conociendo la ecuación de ia curva y el punto de 
contacto. Las reglas correspondientes se estudian en el curso de 
análisis matemático. Para poner de manifiesto el significado físico 
de las proposiciones expuestas, figurémonos que la elipse, la parábola 
o la hipérbola, gira alrededor del eje (que contiene los focos). De 
este modo, se forma una superficie llamada elipsoide, paraboloide 
o hiperboloide, respectivamente. Una superficie real de esta forma, 
cubierta de amalgama, representa un espejo elíptico, parabólico o 
hiperbólico, respectivamente. Teniendo en cuenta las conocidas leyes 
en la óptica de reflexión de la luz, llegamos a la conclusión de que: 

1, Si el foco luminoso está situado en uno de los focos, de un 
espejo elíptico, al reflejarse sus rayos, éstos se concentran en el 
otro foco. 
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2. Si el foco luminoso está situado en el foco de un espejo 
parabólico, al reflejarse sus rayos, éstos van paralelos al eje. 

3. Si el foco luminoso está situado en uno de los focos de un 
espejo hiperbólico, al reflejarse sus rayos, éstos van adelante como 
si partiesen del otro foco. 

La construcción del proyector está basada en la propiedad 
indicada del espejo parabólico. 

§ 40. La elipse, hipérbola y parábola como secciones cónicas 

112. El teorema expuesto a continuación aclara desde un nuevo 
punto de vista el origen geométrico de las elipses, hipérbolas 
y parábolas: 

Teorema 14. La sección de un cono circular cualquiera por 
un plano (que no pase por su vértice) determina una curva, que 
solamente puede ser una elipse, hipérbola o parábola. Además, si el plano 



se corta solamente con una hoja del cono y la sección representa una 
curva cerrada, ésta es una elipse: si el plano secante se corta sola¬ 
mente con una hoja del cono y la sección representa una curva no 
cerrada, ésta es una parábola ; si el plano se corta con las dos hojas 
del cono, en la sección se forma una hipérbola (fig. 71). 

La validez de este teorema se puede establecer partiendo del 
principio general de que la intersección de una superficie de segundo 
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orden por un plano es una línea de segundo orden (véase por 
ejemplo, nuestro libro «Formas cuadráticas y matrices», n° 31, 32). 

En la fig. 71 se puede ver que, haciendo girar el plano secante 
alrededor de la recta PQ, la curva de la sección varía. Esta se 
transforma, al principio, en elipse, a continuación, en parábola y, 
después, en hipérbola. Esta curva es una parábola cuando el piano 
secante es paralelo al plano tangente del cono. 

Como consecuencia de lo dicho en este párrafo, las elipses, 
las hipérbolas y las parábolas se llaman secciones cónicas. 



6 , 


TRANSFORMACION DE ECUACIONES POR CAMBIO 
DE COORDENADAS 


§ 41. Ejemplos de reducción de la ecuación general de una 
línea de segundo orden a la forma canónica 

113. Un problema muy importante de la geometría analítica es 
el del estudio de la ecuación general de la línea de segundo orden 
y de su reducción a la forma más simple (forma canónica). No 
pretendemos resolver aquí este problema en forma general, pero 
trataremos, sin embargo, de dar en este parágrafo únicamente la 
explicación esencial de la cuestión empleando ejemplos concretos. 

Recordemos, ante todo, una observación de carácter práctico. 
Anteriormente (§ 15) escribíamos la ecuación general de la línea de 
segundo orden, es decir, la ecuación general de segundo grado 
respecto a x, y, en la forma 

Ax* + Bxy + Cy l + Dx + Ey+F = Q. 

Sin embargo, en la mayoría de las fórmulas teóricas de las líneas 
de segundo orden, figuran los coeficientes B, D y E divididos por 2. 
Por eso, resulta ser más conveniente escribir la ecuación general de 
segundo grado de la forma siguiente: 

Ax* + 2Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F = 0, (I) 

de modo que las letras B, D y E indican ahora la mitad de los 
coeficientes correspondientes. Por ejemplo, si se da la ecuación 
a- s + 3 xy + 2 y i + 5x +' Ay + 1 « 0, 

se tiene, 

A = 1, B = J-, C = 2, D = |, E = 2, F = 1. 

Los números A, B, C, D, E, F se llaman coeficientes de la ecuación 
(i) (como vemos, para B, D y E esta denominación es convencional). 
Los primeros tres términos de la ecuación (1), es decir, los términos 
de segundo grado, se llaman términos superiores. 
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Para demostrar inmediatamente la comodidad de tal escritura de 
la ecuación de segundo grado en la forma (1), prestemos atención 
a la siguiente identidad: 

A x* + 2 Bxy -f Cy* + 2Dx + 2Ey + F = 

= (Ax + By + D)x+(Bx+Cy+E)y+(Dx+Ey + F), (2) 

que se demuestra sin gran dificultad. Esta indica que el segundo, 
cuarto y quinto términos de la ecuación (i) se componen, natural¬ 
mente, cada uno de ellos de dos ejemplares iguales. La identidad 
(2) resulta ser útil en muchos casos y pronto la emplearemos. 

114. Dada la ecuación general de la línea de segundo orden: 

Ax* + 2Bxy+Cy* + 2Dx+2Ey+F = 0, (I) 

se pretende simplificar esta ecuación mediante un cambio de coorde¬ 
nadas (con otra posición más conveniente de los ejes). 

Precisemos lo que se pide: 

I) se necesita conseguir que en el grupo de los términos 
superiores desaparezca el término del producto de las coordenadas 
variables; 2) que quede el menor número de términos de primer 
grado (si se pudiese, que no quedase ninguno); 3) hacer desaparecer, 
si se puede, el término independiente. La ecuación que se obtiene 
una vez cumplidas estas condiciones, se llama canónica. En los 
ejemplos dados a continuación se indica cómo se deben efectuar 
las operaciones necesarias para reducir la ecuación dada a la forma 
canónica. 

Ejemplo. Reducir a la forma canónica la ecuación 

17x* + l2xy+8y» — 46* — 2Sy-)-l7 = 0. (3) 

Solución. Procuremos, anle todo, simplificar la ecuación mediante 
un traslado paralelo de los ejes coordenados. Traslademos el origen de coordenadas 
ai punto S (x,: y 0 ). que por ahora vamos a suponer arbitrario. De acuerdo 
al § 8, se tiene la transformación correspondiente de coordenadas: 

x=x-f-Xo. y-y+y„. (4) 

Pasemos a las nuevas coordenadas en el primer miembro de la ecuación (3) 
(es decir, que sustituimos x, y por sus expresiones (4)); después de ia reducción 
de términos semejantes, hallamos: 

I7x* + 1 2xy + 8y« — 46x - 28y + 17 = 

- 17**+ I2xy+8y*+2 (17x,+6y* — 23)5+ 

+2 (6x 0 + 8y 0 - M) 5 + (17xJ + 12x 0 y,+8yí - 

— 46x 0 — 28y 0 +17). (5) 

En la ecuación deducida de la curva dada desaparecerán los términos de primer 
grado, si elegimos x e , y, de tal modo que se verifiquen las igualdades: 

!7x,-i-6yo—23=0. 

6 *o-t-8yo —14=0. (6) 

Resolviendo simultáneamente estas ecuaciones, obtenemos: x„=l, u„ = 1 . Resulta 
sencillo calcular el término independiente de la ecuación transformada, que io 
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indicaremos medianie F. aplicando la identidad (2) y teniendo en cuenta las 
ectiacioncs (6): 


? = 174 + 1 2x 0 y 0 +8y? — 46.C,,—28y„ +17 = (17*, + 6y» — 23) x„ + 
+<6*,+8y„ - 14i y a +(- 23*,- I4y, + 17)= —23x 0 —14y„+17 = -20. 

El origen de coordenadas del sistema nuevo se encuentra ahora en el punto S 
(cuyas coordenadas primitivas son *,= 1, y, = 1). La ecuación en coordenadas 
nuevas es de la lorma: 

17x* + I2xy+8y* — 20=0. (7) 

Obsérvese que el primer miembro de la ecuación (7) no varia al sustituir x, ~y 
por — *, —y. Por eso. si a la ecuación (7) satisfacen los números x, y, a ella 
satisfacen también los números — x. — ij. O sea, si un punto M (x, y) está 
situado en la curva dada, el punto N t—x, —y|_ también estará situado en la 
misma curva. Pero los punios M <x. y) y N( — x. — y) son simétricos con res¬ 
pecto al punto S. De este modo, todos los puntos de la curva dada están situados 
a pares, slmélrlcamente con respecto al punto S (fig. 72). En esle caso, el punto 
S se llama centro de simetría o. simplemente, centro de la curva dada. Ahora 
queda claro el significado geométrico de la transformación efectuada: el origen 
de coordenadas ha sido trasladado al centro de la curva. 

Hagamos ahora girar los ejes trasladados en un ángulo a. De acuerdo al 
§ 9 obtenemos la transformación correspondiente de coordenadas: 

x = x' eos et— y' sen a. 

y=-x'sena+y'cosa. (8) 


Sustituyamos las cantidades x. y, en el primer miembro de la ecuación (7), por 
sus expresiones (8); después de reducir los términos semejantes se tiene: 

17x* 1 il-y +8 y *—20 =>( 1 7 eos 8 a + !2cosasena + 8sen*a) x" + 

+2 ( — 17 eos a sen a+6 eos* a — 6 sen* a + 8 eos a sen a) x’y'+ 

+ (17 sen* a —12 eos a sen a+ 8 eos* a) y'*—20. (9) 

Procuremos elegir el ángulo a de tal modo, que se convierta en cero el coefi¬ 
ciente de x'y'. Para eso será necesario resolver la ecuación trigonométrica: 

— 17 eos a sen a+6 eos*a—6 sen* a + 8 eos a sen a—0, 
o sea, la ecuación, 

6 sen*a+9 sen a cosa —6eos*a= 0 . 

De aquí, que 

6tg*a+9lga—6=0. 


Resolviendo la ecuación cuadrática oblenida respecto a tga, hallamos: tga= — 

o lg a ——2. Tomemos la primera solución que corresponde a una rotación de 
los ejes coordenados en un ángulo agudo. Conociendo tg a calculamos eos a v 
sen a: 1 


I 


sen a = 

V 


/l + !g*a 
tga_ 
T 


-tg*a 


2 

Vi’ 

1 

Vi' 


De aquí y teniendo en cuenta la igualdad (9), hallamos la ecuación de la curva 
dada en el sistema x', y': 

20x"+5y"—20 = 0 
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o sea, 


Hemos obtenido la ecuación canónica de una elipse de semiejes 2 y 1 (el ele 
mayor de la elipse está situado en el eje Oy'\ véase la fig. 73). 

115. Si se da una curva de segundo orden en general: 

Ax* + 2 Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F = 0, 

las ecuaciones que determinan su centro S (* 0 ; y 0 ) se escriben así: 

Ax„ + Bu 0 4- D = 0, 

Bx a + Cy 0 + E = 0. (10) 




Después de trasladar el origen de coordenadas al centro S, la ecuación 
de la curva dada toma la forma: 

AJfl+2Bxy+Cy*+F = 0. ( 11 ) 

en donde 

F~Axl + 2Bx a y 0 + Cy J + 2Dx 0 -j- 2Ey 0 + F. 

Aplicando la identidad (2), se tiene 

F = (Ax 0 +By 0 +D)x 0 + (Bx 0 + Cy„ + E)y„ + 

+ (Dx 0 + Ey 0 + F). 

Si x Q , y a son las coordenadas del centro de la curva, teniendo en 
cuenta las igualdades (10), bailamos: 

F = Dx 0 + Ey t + F. 


120 



Para obtener las ecuaciones (10) y (II) es necesario repetir en forma 
general los cálculos con los que obtuvimos las ecuaciones (6) y (7), 
cuando considerábamos el ejemplo anterior. 

116. Puede ocurrir que el sistema de ecuaciones (10) sea incompa¬ 
tible, es decir, que no tenga solución. En este caso, la curva no tiene 
centro. Entonces, la simplificación de la ecuación dada se debe efec¬ 
tuar de otro modo. 

Ejemplo. Reducir a la lorma canónica la ecuación 

4x 3 —4xy + y 3 —2x—14y+7=0. (12) 

S olución. Considerando las ecuaciones (10) 

4*0-2!/,-1=0, 

-2*o+ y. -7=0. 

vemos, que el sistema obtenido es incompatible. Por lo tanto, la curva dada 
no tiene centro y no podemos obrar como en el n° 114. 

Procedamos de otro modo. Sin cambiar el origen de coordenadas, hagamos 
girar los ejes en un ángulo a. De acuerdo al § 9, obtenemos las fórmulas de la 
transformación correspondiente de coordenadas: 

x=x" coso —y' seno,. 
y=x' sena+y' eos o. 

Pasemos a las nuevas coordenadas en el primer miembro de la ecuación (12): 
4x 3 —4xy + y»— 2x — 14y+7 = (4 eos* o— 4 eos o sen a +scn 3 o) x' 3 + 

-j- 2 (—4 sen o eos o — 2 eos* a + 2 sen 3 a + sen a eos a) x'y* + 

+(4 sen 3 a + 4 sen a eos a+eos* o) y'* + 

+ 2 (—eos o—7 sen o) *' +2 (sen o—7 eos a) y' +7. (13) 

Procuremos ahora elegir el ángulo a de tal manera, que se anule el coeficiente 
de x'y’. Para eso tendremos que resolver la ecuación trigonométrica 
—4 sen o eos o—2 eos 3 o + 2 sen 3 o+ sen a eos o — 0. 

Tenemos 

2 sen* a—3 sen a eos o —2 eos 3 a=. 0, 

o sea, 

2 tg 3 ct—3tga—2 =0. 

De aquí que tga = 2, o tga =—Tomemos la primera solución, la cual 

corresponde a una rotación de los ejes en un ángulo agudo. Conociendo tg a. 
calculamos eos a y sen es: 

II tga 2 

C0ia= VTTT^ = rV “ na= 7ÍTTi^r7!- 

De aquí y teniendo en cuenta la igualdad (13), hallamos la ecuación de la curva 
dada en el sistema x\ y': 

5y-«_6 VSP —2^57+7=0. (14) 

La reducción ulterior de la ecuación (14) se realiza mediante un traslado paralelo 
de los ejes Ox', Oy'. 

Escribamos la ecuación (14) del modo siguiente: 

5 (y' 3 —2 >£y)-6 y r ‘5x'+7=0. 
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Completando el cuadrado de la diferencia dentro del paréntesis, obtenemos: 

Introduzcamos ahora unas coordenadas nuevas x\ y*. poniendo 


VS 


Vs 




lo cual corresponde a un traslado paralelo de los ejes en ia magnitud en 

dirección de! eje Ox' y en la magnitud en dirección del eje Oy'. La ecuación 
de la linea dada en coordenadas **, y' es de la forma: 


_ c ys 

y* = - -r x*. 


3^5 


Esta es la ecuación canónica de una parábola cuyo parámetro es p 
el vértice en el origen de coordenadas del sistema x‘. y". La parábola está siiuada 



simétricamente con respecto al eje x* y se extiende indefinidamente en la_dlrección 
positiva de este eje. Las coordenadas del vértice enel sistema x'. y' son 

y en el sistema x, y, son ( — ¿ \ . La situación de la parábola está expuesta 

en la llg. 74. 


117. Analicemos nuevamente el sistema de ecuaciones (10) que 
determinan el centro de ia curva dada: 

Ax 0 -±By 0 -rD = Q, 

Bx o -f Cy B -r E = 0. 
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(10) 


Designemos por 5 el determinante de este sistema: 

6 = ¡ I = AC — fí*. 

| BC i 

Si 6 =£ 0, el sistema (10) tiene solución única (véase Apéndice, §1), 
En este caso, la curva dada de segundo orden tiene un centro único y se 
llama central. Las elipses y las hipérbolas son curvas centrales. Pero 
puede ocurrir que siendo 8=4=0, la ecuación dada se reduzca a una 
forma canónica parecida a la forma canónica de la ecuación de la 
elipse o a la forma canónica de la ecuación de la hipérbola, pero 
que, sin embargo, no coincida por completo ni con ésta ni con 
aquélla. Ahora veremos ejemplos de este género. Indiquemos pre¬ 
viamente que, si 6=4=0, la ecuación general de segundo grado siempre 
se puede simplificar procediendo justamente así como se ha señalado 
en el ejemplo del n*U4. Por eso, en los ejemplos expuestos más 
adelante, no se indicará el método de transformación. 

Ejemplo I. La ecuación 

5*» 4-+5y>—4x+4y +12 - 0 
(ó=»9 jé 0). se reduce a la forma canónica 

o sea, 



Esta ecuación es parecida a la ecuación canónica de la elipse. Sin embargo, 
no determina en el plano ninguna figura geométrica, puesto que para cuales¬ 
quiera números reales x '. y' su primer miembro no es negativo, y el segundo 
miembro es —I. Esta ecuación y las ecuaciones semejantes se llaman ecuaciones 
de una elipse ¡magiiuiria. 

Ejemplo 2. La ecuación 

+ 6xg + Bg'—4x + 4» + 4 =, 0 
(6 = 940 ), se reduce a la forma canónica 

x'» + 4g' 3 = 0, 

o sea, 



La ecuación (*) también se parece a la ecuación canónica de la elipse, pero no 
determina una elipse, sino un punto único: x' = 0, ¡/'=0. Esta ecuación y las 
ecuaciones semejantes se llaman ecuaciones de una elipse degenerada. Para dar 
una explicación al motivo de esta denominación, consideremos la ecuación 



(”) 


en donde e es un número arbitrario (e > 0). La ecuación (•*) determina una 
elipse ordinaria de semiejes a— 2e, 6 = e. Figurémonos que e tiende a cero. 
Entonces, a — * 0, b —* 0 y la elipse «degenera» en un punto (fig. 75). A la vez 
la ecuación (■•) se convierte en la ecuación (•). 
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Ejemplo 3. La ecuación 

3* J + IOrg+3/ + 16*+!6i/-f16 = 0 

(6=— 16 tí 0) se reduce a ía forma canónica 


*'«—4/1 — 0, 



(*) 


La ecuación (•) es parecida a la ecuación canónica de la hipérbola; ésla deter¬ 
mina un par de rectas secantes; x — 2u' = 0, *' + 2¿'=0. Tal ecuación y las 
ecuaciones semejantes se llaman ecuaciones de una hipérbola degenerada. 



Para explicar el motivo de esta denominación consideremos la ecuación 


x2 y2 
4 1 


e>, 


(•*) 


en donde e es un número arbitrarlo (e>0). La ecuación (’•) determina una hi¬ 
pérbola ordinaria de semiejes o=2e, b=e, cuyos vértices están en el eje de abscisas. 
Figurémonos que a tiende a cero. Entonces, o —. 0, 6—* 0. los vértices de la 
hipérbola se aproximan uno a otro y la hipérbola "degenera" en un par de rectas, 
precisamente, en su par de asíntotas. A su vez, la ecuación (••) se convierte en 
la ecuación (•). Si en la ecuación (•*) sustituimos e ! por—e ! se obtiene una 
hipérbola con los vértices en el eje de ordenadas. Para e—. 0, esta hipérbola 
degenera en el mismo par de rectas (iig. 76). 

Supongamos ahora que para la ecuación general dada de segundo 
grado se tiene 6 = 0. Para la condición 6 = 0 se pueden presentar 
dos casos: 

1) El sistema de ecuaciones (10) no tiene ninguna solución: 
entonces, la curva de segundo orden no tiene centro. En este caso,, 
la ecuación dada siempre se puede reducir a la forma canónica, 
así como se ha visto en el ejemplo n° 116, y, como resultado, 
siempre se obtendrá la ecuación canónica de la parábola. 

2) El sistema de ecuaciones (10) tiene una infinidad de soluciones; 
entonces, la línea dada de segundo orden tiene una infinidad de centros. 

Ejemplo 4. Consideremos la linea de segundo orden 

4x J —4xy+y J -f 4*— 2y —3=0; (•) 
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para ella, 8 = 0. En este caso, el sistema (10) será 
ix, — 2 y a + 2 = 0 . 

-2*«+!/ 0 -l=0. 

Este sistema es equivalente a la ecuación 2x„— y.+ l =0, y, por lo tanto, la linea 
tiene una inlinidad de centros, que forman la recta 2*— y t 1=0- Obs^rvcse. que 
el primer miembro de la ecuación considerada se descompone en tactores de primer 
grado: 

— ixy -t- y*+ 4*— 2y —3 = (2* — y +3) (2x — y— 1), 

Por consiguiente, la linea considerada representa un par de rectas paralelas: 
2x— sH-3=0 y 2x—y— 1=0. 



La recta 2x —¡/ + 1=0, formada por los centros, representa la línea media 
de este par de rectas (fig. 77). . , , , 

Para simplificar la ecuación dada (•) se puede proceder del mismo modo que 
en el n” 116. Efectuando una transformación del primer miembro de la ecuación, 
tal y como se hizo con la ecuación (13). y repitiendo las razones y cálculos 
consiguientes, hallamos que tga=2. Girando los ejes en el ángulo a (tgct=2). 
reducimos la ecuación dada a la forma 

Sy'»—2/5»' —3 = 0; 


y de aquí. 



Poniendo x' = x*. , lo cual corresponde a un traslado paralelo 

de los ejes O*', Oy' en la magnitud en dirección del eje 0y\ se tiene final¬ 
mente: 

Si/**—4 = 0. 

Vemos de nuevo, que la ecuación dada determina un par de rectas paralelas 
(Y5y"—2 — 0 y Y 5y' + 2=0 en el último sistema coordenado). 


125 


Cuando la ecuación de segundo grado representa una línea de 
segundo orden con una infinidad de centros (como en e! último 
ejempio). se dice que es la ecuación de una parábola degenerada. 

118. Los ejemplos estudiados muestran de una manera convin¬ 
cente, que siempre se puede reducir la ecuación general de la curva 
de segundo orden a la forma canónica. Véase la demostración exacta 
de esta afirmación en nuestro libro «Formas cuadráticas y matrices». 


§ 42. La hipérbola como gráfica de la proporcionalidad 
inversa. La parábola como gráfica del trinomio cuadrátlco 

119. Frecuentemente aparece en las matemáticas y en sus apli¬ 
caciones ia ecuación de la forma xy = m, o sea, y = (m = const^O); 
ésta se llama ecuación de lo proporcionalidad inversa de las magnitudes 
x e y. Es fácil demostrar que esta ecuación representa, en coor¬ 
denadas cartesianas rectangulares at, y. una hipérbola equilátera, 
cuyas asíntotas coinciden con los ejes coordenados. 

En efecto, hagamos girar los ejes Ox y Oy en el ángulo a =45°. 
Entonces, las coordenadas de todos los puntos del plano se 
transforman según las fórmulas: 


x = x coso— y 'sena 
y ■=> x' sen a -f y’ eos a = 


■w-í 


( 1 ) 


Transformando la ecuación xy = m según las fórmulas (1), se obtiene 
en nuevas coordenadas 


*■* ¿2 , 

2m 2/ñ = ‘‘ 


Vemos pues, que ésta es la ecuación canón ica de una hipérbola equilá¬ 
tera cuyos semiejes son a = b= 1^2|m|; sus asíntotas tienen una 
inclinación de 45° con los nuevos ejes coordenados y, por lo tanto, 
coinciden con los ejes primitivos; si el número m es positivo, la 
hipérbola considerada se corta con el nuevo eje de abscisas; si m 
es negativo, se corta con el nuevo eje de ordenadas. De aquí se 
deduce, como ya lo afirmábamos anteriormente, que la ecuación 
xy — m determina una hipérbola equilátera cuyas asíntotas coinciden 
con los ejes coordenados; la hipérbola está situada en el primero 
y tercer cuadrantes coordenados, si m > 0 (fig. 78, a), y en el 
segundo y cuarto cuadrantes coordenados, si m < 0 (fig. 78, b). 

De lo expuesto se deduce, que la hipérbola equilátera es la gráfica 
de la proporcionalidad inversa. 

120. La ecuación 


y = ax*+bx + c (a^= 0 ) 


( 2 ) 



determina una parábola cuyo eje de simetría es perpendicular al eje 
de abscisas; esta parábola será ascendente, si a > O y descendente, 
si a <0. 



Para demostrar lo dicho es suficiente reducir la ecuación (2) a la 
forma canónica. Con este fin, vamos a modificar su escritura del 
modo siguiente: 

y=a(*+±x)+ c , 

o sea, 

í _a(*. + ±,+&)+ e -£. (3) 

es decir, 


4oc— fc* 

y-~—™ a 



Traslademos ahora el origen de coordenadas al punto ( — ¿ • 4ac 4a b ) • 
Entonces, las coordenadas de todos los puntos del plañóse transfor¬ 
man de acuerdo a las fórmulas 



- , 4 ac—b' 

y=y + —• 


y la ecuación (3) en las nuevas coordenadas toma la forma 

y = ax 2 . 


o sea, 

x* = ±2 py, (4) 

en donde p es un número positivo definido por !a igualdad ± p . 
Hemos obtenido la ecuación canónica de la parábola con el vértice 
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en el nuevo origen de coordenadas y situada simétricamente con 
respecto al nuevo eje de ordenadas. Esta parábola es ascendente 
o descendente, según que el número a sea positivo o negativo. 

Como el nuevo eje de ordenadas es perpendicular al eje primitivo 



Fig. 79. 


de abscisas, la parábola considerada está situada precisamente como 
lo hemos indicado. De este modo queda demostrada nuestra afirmación. 

121. La expresión ax*+bx+c se llama trinomio cuadrática del 
argumento x. De acuerdo a esto, podemos decir que la parábola 
(con eje vertical) es ¡a gráfica del trinomio cuadrático. 

Ejemplo. La ecuación y — 2x*—4x— 1 determina una parábola ascendente, 
puesto que a=2>0. Para determinar su vórtice, escribamos la ecuación dada asi; 
i, q- 3 — 2 (jr—1)>. Para reducir esta ecuación a la forma canónica es necesario 
trasladar el origen de coordenadas al punto (I; —3). Este punto es el vértice de 
la parábola considerada (fig. 79). 
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ALGUNOS PROBLEMAS ELEMENTALES DE LA 
GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO 


§ 43. Coordenadas cartesianas rectangulares en el espacio 

122. Si se ha indicado un método que permita establecer la 
posición de los puntos del espacio mediante números, se dice que 
en el espacio se ha introducido un sistema de coordenadas. Vere¬ 
mos a continuación el sistema de coordenadas más usual y más 
simple, llamado cartesiano rectangular. 

El sistema cartesiano de coordenadas rectangulares en el espacio 
se define por una unidad lineal para la medida de longitudes y por 
tres rectas, perpendiculares entre sí, que se cortan en un punto y 
que están numeradas en cierto orden (es decir, que se ha indicada 
cuál de ellas se toma por primera, cuál por segunda y cuál por 
tercera). 

El punto de intersección de los ejes se llama origen de coorde¬ 
nadas, los mismos ejes se llaman ejes coordenados, además, el pri¬ 
mero de ellos se llama también eje de abscisas, el segundo, eje 
de ordenadas, y el tercero, eje de cotas. 

El origen de coordenadas lo designaremos con la letra O, el 
eje de abscisas, con las letras Ox, el eje de ordenadas, con las 
letras Oy, y el eje de cotas, con las letras Oz. En las figuras, 
¡as letras X, y, z se colocan al lado de los ejes correspondientes, 
en la dirección positiva, partiendo del punto O, en el lugar donde 
se interrumpen las representaciones de los ejes; de este modo, 
la misma situación de las letras señala la dirección de cada eje. 

Sea M un punto arbitrario del espacio; proyectemos el punto 
M sobre los ejes coordenados, es decir, bajemos desde el punto Ai 
perpendiculares a las rectas Ox, Oy y Oz. Designemos los pies de 
estas perpendiculares con M x , M y y M z , respectivamente. 

Se llaman coordenadas del punto M. en el sistema dado, 

x = OM x , y = OM y , z = OM„ 


5* 
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a los números en donde 0M X es la magnitud del segmento 0M X del eje 
de abscisas, OAl y es ¡a magnitud del segmento OAtJ del eje de or¬ 
denadas y OM, es la magnitud del segmento OM, del eje de cotas 
(en el n° 2 se explicó qué se entiende por magnitud de un seg¬ 
mento del eje). El número x se llama primera coordenada o abscisa 
del punto Al, el número y se llama segunda coordenada u ordenada 
del punto M, el número z se llama tercera coordenada o cota del 
punto M. Las coordenadas se escriben en el texto entre paréntesis, 
junto a la letra que designa el mismo punto: M (x; y; 2 ). 



La proyección del punto M sobre el eje Ox se puede obtener 
también bajando desde ei punto M una perpendicular al plano 
Oxy y bajando después una perpendicular al eje Ox desde el pie 
de ella, el cual designaremos mediante M xy \ el pie de esta última 
perpendicular será M x \ o sea, M, es la proyección del punto M xv 
sobre el eje Ox. Es evidente que M es la proyección del puntó 
M xy sobre el eje Oy. 

Análogamente, si M x , y M y , son los pies de las perpendicu¬ 
lares bajadas del punto M a los planos Oxz y Oyz, respectiva¬ 
mente, proyectando Af„ y M„ sobre los ejes coordenados, obte¬ 
nemos los puntos M x , M, y Al, (cada uno de los puntos M x , 
M y , Al, se obtiene de dos maneras: por ejemplo, el punto M x es 
la proyección sobre el eje Ox del punto M xy , así como del punto 
Mjcz)’ 

Los puntos M x , M y , Al,. M xy , M x „ M y , y O son los vértices 
de un paralelepípedo rectangular cuyos lados, tomados con ios 
signos apropiados.son las coordenadas del punto Al. Este paralele¬ 
pípedo está representado en la fig. 80. 

123. Sí se ha dado un sistema cartesiano de coordenadas rec¬ 
tangulares, cada punto del espacio tiene en este sistema una terna 
determinada de coordenadas x, y, z. Recíprocamente, cualesquiera 
que sean |os tres números (reales) x, y, z, siempre hay en el espa¬ 
cio un punto determinado cuya abscisa es igual a x, cuya orde¬ 
nada es igual a y y cuya cota es igual a z. Para trazar el punto, 
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conociendo sus coordenadas x, y, z, es n ecesar io marcar, partiendo 
del origen de coordenadas, un segme nto O M x de magnitud x en 
el eje de abscisas Ox, un segment o OM y de magnitud y en el eje 
de ordenadas Oy, y un segmento O.Vf 2 de magnitud z en el eje 
de cotas Oz. Trazando, después, un plano por M x , perpendicular 
ai eje Ox, un plano por M , perpendicular al eje Oy, y un plano 
por M t , perpendicular al eje Oz, se obtiene el punto buscado como 
punto de intersección de los planos trazados. 

124. Convengamos sobre algunos términos (suponiendo que los 
ejes se han dado como en la fig. 80). 

El plano Oyz divide todo el espacio en dos sémiespacios; el 
que está situado en la dirección positiva del eje Ox lo llamare¬ 
mos anterior, al otro, posterior. 

Asimismo, el plano Oxz divide todo el espacio en dos semies- 
pacios; el que está situado en la dirección positiva del eje Oy lo 
llamaremos de la derecha, al otro, de la izquierda. 

Finalmente, el plano Oxy divide todo el espacio en dos semiespa- 
cios; al que está situado en la dirección positiva del eje Oz lo 
llamaremos superior, al otro, inferior. 

125. Sea M un punto arbitrario del semiespacio anterior; en 
este caso, el segmento OM~ x tiene en el eje Ox la dirección posi¬ 
tiva y, por consiguiente, la abscisa x = OM x del punto M es posi¬ 
tiva. Si el pun to M está situado en el semiespacio posterior, el 
segmento OM x tiene en el eje Ox la dirección negativa y el nú¬ 
mero x = 0M x es negativo. Por último, cuando el punto M está 
situado en el plano Oyz, su proyección M x sobre el eje Ox coin¬ 
cide con el punto O y x = OM x es igual a cero. 

Resumiendo, todos los puntos del semiplano anterior tienen abs¬ 
cisas positivas {x > 0); lodos los puntos del semiespacio posterior 
llenen abscisas negativas (x < 0); las abscisas de los punios situados 
en el plano Oyz son iguales a cero (x — 0). 

Con un razonamiento análogo, es fácil establecer que lodos los 
puntos del semiespacio de la derecha tienen ordenadas positivas 
(y > 0); todos los puntos del semiespacio de la izquierda tienen or¬ 
denadas negativas (y < 0 ); las ordenadas de los punios situados en 
el plano Oxz son iguales a cero (y = 0). 

Finalmente, todos los puntos del semiespacio superior tienen cotas 
positivas (z > 0); todos los puntos del semiespacio inferior tienen 
cotas negativas (z < 0); las cotas de los puntos situados en el plano 
Oxy son iguales a cero (z — 0). 

Teniendo en cuenta que los puntos del plano Oxz se caracte¬ 
rizan por la igualdad 0, y los puntos del plano Oxy, por la 
igualdad z — 0, deducimos que los puntos del eje Ox se caracterizan 
por las dos igualdades 


y = 0, z = 0. 
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Análogamente, los puntos del eje Oy se caracterizan por las dos 
igualdades 

X = O, 2 = O, 

y los puntos del eje Oz, por las dos igualdades 
x = 0, y = 0. 

Señalemos que el origen de coordenadas O, como punto de inter¬ 
sección de los ejes, tiene las tres coordenadas iguales a cero: .v = 0, 
y = 0, 2 = 0, y se distingue precisamente por esto (es decir, las 
tres coordenadas son iguales a cero solamente para el punto O). 

126. Los tres planos Oxy, Oxz y Oyz , dividen el espacio en 
ocho partes: éstas se llaman ociantes coordenados y se enumeran 
en un orden determinado. Con más precisión, se llama primer 
octante al que está situado en los semiespacios anterior, de la 
derecha y superior: segundo, al que está situado en los semiespa¬ 
cios posterior, de la derecha y superior; tercero, al que está situado 
en los semiespacios posterior, de la izquierda y superior; cuarto, 
al que está situado en los semiespacios anterior, de la izquierda 
y superior; el quinto, sexto, séptimo y octavo ociantes son los que 
están situados en el semiespacio inferior, bajo el primero, segundo, 
tercero y cuarto octantes, respectivamente. 

Sea M un punto con las coordenadas x, y, z. De lo anterior 
se deduce que 


si .v > 0 , y > 0, 2 > 0 . el punto 
octante; 

si x < 0, </ > 0, z > 0, el punto 
octante; 

si ,v < 0. y < 0, 2 > 0, el punto 
octante; 

si x > 0, y < 0, 2 > 0, el punto 
octante; 

si x > 0, y > 0, 2 < 0, el punto 
octante; 

si x < 0, y > 0, 2 < 0, el punto 
octante; 

si ,v<0, y< 0, 2 < 0, el punto 
octante; 

si x > 0, y < 0, 2 < 0, el punto 
octante. 


Af está situado en el primer 
Af está situado en el segundo 
M está situado en el tercer 
Ai está situado en el cuarto 
Al está situado en el quinto 
M está situado en el sexto 
M está situado en el séptimo 
Af está situado en el octavo 


El estudio de los semiespacios coordenados y de los octantes 
es útil, puesto que ayuda a orientarse fácilmente en la situación 
de los puntos dados por los signos de sus coordenadas. 
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§ 44. Noción de vector libre. Proyección 
de un vector sobre un eje 


127. Por el curso elemental de física, el lector sabe que algu¬ 
nas cantidades físicas, como la temperatura, la masa, la densidad, 
se llaman escalares. Otras cantidades, como, por ejemplo, 
la fuerza, el desplazamiento de un punto, la velocidad, la acele¬ 
ración, se llaman vectoriales. 

Toda cantidad escalar se puede caracterizar por un núme- 
r o que exprese la relación entre este cantidad y la unidad correspon¬ 
diente de medida. Por el contrario, para caracterizar una cantidad 
vectorial resulta insuficiente el número; su explica¬ 
ción estriba en que las cantidades vectoriales, además de medida, 
tienen también dirección. 

Los vectores geométricos sirven para la expresión abstracta de 
las cantidades vectoriales concretas (físicas). 

Los segmentos dirigidos se llaman vectores geométricos o sim¬ 
plemente vectores. 

Los vectores geométricos son objeto de estudio del llamado cál¬ 
culo vectorial, del mismo modo que los números son objeto de 
estudio de la aritmética. En el cálculo vectorial se efectúan ope¬ 
raciones con los vectores; éstas son abstracciones matemáticas (le 
operaciones uniformes realizadas en física con diversas cantidades 
vectoriales concretas. 

El cálculo vectorial, que se creó para satisfacer las necesidades 
de la física, resultó ser de provecho para la misma matemática. 
En este libro se emplean los vectores, como uno de los útiles de 
la geometría analítica. 

El siguiente capitulo está dedicado a exponer los conceptos pri¬ 
marios del cálculo vectorial. En los apartados inmediatos se estu¬ 
dian solamente las proposiciones puramente geométricas más sim¬ 
ples sobre los segmentos dirigidos del espacio. 

Sin embargo, resulta más lógico introducir aquí algunos 
conceptos, notaciones y términos empleados en el cálculo vec¬ 
torial. 

128. El vector, como segmento dirigido, lo vamos a designar 
en el texto, como lo hicimos anteriormente, con dos letras mayús¬ 
culas y una rayita común por encima, de modo que la primera 
letra denota el origen y, la segunda, el extremo del vector. Ade¬ 
más, a menudo, emplearemos la notación del vector con una letra 
minúscula en negrita (por ejemplo, a). En la figura, el vector 
siempre lo representaremos en forma de una flecha; si el 
vector se ha designado con una letra, ésta, en la figura, se colo¬ 
cará junto al extremo de la flecha. Frecuentemente, el origen del 
vector lo llamaremos punto de aplicación. El vector, cuyos origen 
y extremo coinciden, se llama nulo. Los vectores situados en una 
recta o en rectas paralelas, se llaman coiiiieales. 
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129. Definición de igualdad de vectores. Los vec¬ 
tores se llaman ¡guales, si son colímales, tienen una misma lon¬ 
gitud y una misma dirección. 

En la fig. 81 están representados los vectores iguales AB 
y CD (AB = CD) *), en la fig. 82 los vectores desiguales ~PQ 
y PR (PQ^PR), EF y GH (EF^GH). 

Es evidente que, si dos vectores por separado son iguales a un 
tercero, los primeros son iguales entre si. 



Fig. 81. Fig. 82. 


De la definición de igualdad de los vectores se deduce que 
cualesquiera que sean el vector a y el punto P. existe un vector 
PQ, y solamente uno, con el origen en P e igual al vector o; 
dicho de otro modo, para cada vector, el punto de apli¬ 
cación puede ser elegido en donde se quiera. Co¬ 
rrespondientemente a esto, en geometría los vectores se consideran 
sin tener en cuenta su punto de aplicación (es decir, sin distinguir 
los vectores ¡guales, que se obtienen uno de otro mediante un tras¬ 
lado paralelo). En este sentido, los vectores se llaman libres. 

130. La longitud del vector (dada la unidad de medida) se llama 
módulo. El módulo del vector nulo es igual a cero. Para el módulo 
del vector a se emplean las notaciones |a[ o a. Evidentemente, 
si a = b, entonces será |a| = |6|; claro esta que una conclusión 
reciproca sería inadmisible. 

131. Dados un eje arbitrario u y un vector AB, bajemos de 
los puntos A y B perpendiculares al eje u. y designemos por A' 
y B' los pies correspondientes de ellas . El número A'B', es decir, 
la magnitud del segmento dirigido A'B' del eje u es la proyección 
del vector AB sobre el eje u: 

pr„ AB = A' B '. 

En la fig. 83 se enseña la construcción de la proyección del vector 
~%B sobre el eje u, donde, para mayor claridad, se han trazado 
por los puntos A y B dos planos a y f) perpendiculares al eje u. 
Los puntos A' y B' son las intersecciones de estos planos con el 

•) Se supone que estos vectores están situados en el plano de la figura. 


136 



eje u (como los planos a y p son perpendiculares al eje «, las 
rectas A A' y BB‘ serán perpendiculares a este eje). 

132. Tomemos en el espacio un punto arbitrario S y tracemos 
dos rayos por él: uno en dirección del vector AB y otro en direc¬ 
ción de! eje u (fig. 83). El ángulo q> formado por estos rayos se 
llama ángulo de inclinación de! vector AB con el eje u. Es evi¬ 
dente que para la construcción del ángulo <p, la elección del punto 
S es indiferente. También es evidente que, al cambiár el eje u 
por otro eje de la misma dirección, el ángulo q> queda igual. 



Representemos con o al eje que lleva la misma dirección que el 
eje u y que pasa por el punto A. Por lo expuesto, el ángulo de 
inclinación del vector AB con el eje v es igual a ip. Sea C el punto 
de intersección del eje v con el plano p. Como el eje v es paralelo 
al eje u, y este último es perpendicular al plano 0, el eje v es 
perpendicular al plano (J. Por lo tanto, AC es la proyección del 
vector AB sobre el eje v. Como los ejes u y v son paralelos y 
tienen la misma dirección, sus segmentos comprendidos entre los 
planos paralelos a y (5 tienen la misma magnitud: A'B’ = AC. 
De aquí que 

pr„ AB = pr„ AB. (I) 

Por otra parte, como el vector AB y el eje v están situados en un 
mismo plano, podemos aplicar la fórmula (7) n° 20; de esto modo 

prj,/4fl = |/lS|cos(p. (2) 

De las fórmulas (I) y (2) se deduce que 

pr„ AB = \AB | cos<p. (3) 
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Si, para abreviar, designamos el vector AB con una sola letra a, 
la fórmula (3) toma la forma: 

pr„« = | a | eos <p (4) 

Asi pues, la proyección de un vector sobre un eje es igual 
a su módulo, multiplicado por el coseno del ángulo de inclinación 
del vector con este eje. 

133. Consideremos dos vectores iguales A,B, y A.B* y algún 
eje u. Como vectores iguales tienen módulos iguales y forman con 
el eje u ángulos iguales, aplicando a cada uno de ellos la fór¬ 
mula (3), se obtienen resultados iguales: 

pr/'Mi-pr.^sBí. 

De este modo, vectores iguales tienen proyecciones iguales sobre un 
mismo eje. 

§ 45. Proyecciones de un vector sobre los ejes coordenados 

134. Supongamos que se ha dado en el espacio un sistema carte¬ 
siano de coordenadas rectangulares. 

Consideremos un vector arbitrario a. Sea X la proyección del 
vector a sobre el eje Ox: Y, la proyección del mismo vector sobre 
el eje Oy y 1, la proyección sobre él eje Oz. 

De acuerdo al n° 133, las proyecciones sobre los ejes coordenados 
de cualquier vector igual a a son también iguales a los números X, 
Y y Z. 

Recíprocamente, si las proyecciones sobre los ejes coordenados 
de un vector b son iguales a las del vector a, se tiene que 6 = a. 
Para demostrar esto, supongamos que el origen de coordenadas es 
el punto de aplicación de los vectores a y b: designemos, enton¬ 
ces, los extremos de estos vectores con las letras A y B. Como 
los vectores a y b tienen una misma proyección X sobre el eje Ox, 
está claro que los puntos A y B tienen que estar situados en un 
plano perpendicular al eje Ox: precisamente, en un plano que 
intercepta en el eje Ox un segmento de magnitud X (partiendo 
del origen de coordenadas). Por razones semejantes, los puntos A 
y B tienen que estar situados en un plano perpendicular al eje Oy, 
que intercepta en el eje Oy un segmento de magnitud Y, y tam¬ 
bién en un plano perpendicular al eje Oz, que intercepta en el 
eje Oz un segmento de magnitud Z En estas condiciones, los 
puntos A y B han de coincidir, puesto que los tres planos indica¬ 
dos se cortan en un solo punto. Por consiguiente, 

b = ÓB = OÁ = o. 

Todo lo expuesto pone de manifiesto, que las proyecciones del vector 
sobre los ejes coordenados determinan por completo al vector, como 
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vector libre, es decir, independientemente de su posición en el 
espacio*). Por eso. las proyecciones X, Y, Z, se llaman coordenadas 
(cartesianas) del vector a. 

A continuación, para expresar que X, Y, Z son las coordenadas 
del vector a, se escribirá: 

a = )X; Y; Z ), 

considerando al segundo miembro de esta igualdad como una nueva 
notación del vector. 



135. En geometría analítica, frecuentemente se tienen que cal¬ 
cular las coordenadas de un vector, es decir, las proyecciones del 
vector sobre los ejes coordenados, conociendo las coordenadas de su 
extremo y de su origen. Este problema se resuelve con el teorema 
siguiente: 

Teorema 15. Cualesquiera que sean los dos puntos A (*,; y¡, i,) 
y B (.v,; y t ] z 3 ), las coordenadas del vector AB están dadas por las 
fórmulas 

X = x t Aj, Y = y t —y„ Z-z 2 —z,. (1) 

Demostración. Bajemos desde los puntos A y 8 perpen¬ 
diculares al eje Ox y designemos sus pies mediante A x , B, (véase 
la fig. 84, en donde para mayor claridad se han trazado planos 
por los puntos A y B, perpendiculares al eje Ox). Las coordenadas 
de los puntos A x y B x en el eje Ox son .v,, x t . De aquí que por 


') Por lo tanto, queda indeterminado el punto de aplicación del vector 
(/V del T). 
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el teorema 1 (n° 5) 


A x B x =x t —x 1 . 

Pero A X B X = X, por consiguiente, X=x z —x v Análogamente se 
establecen las fórmulas: Y=y. — y,. Z = z ¡ —z,. 

Por lo tanto, para obtener ¡as coordenadas de un vector, es ne¬ 
cesario restar las coordenadas de su origen de las coordenadas co¬ 
rrespondientes de su extremo. 

136. Sea Ai (a - ; y, z) un punto arbitrario del espacio. El vector 
r — OM , o sea, el vector que va del origen de coordenadas al punto 
Al, se llama radio vector de este punto. 

Calculando las coordenadas del vector OM mediante las fórmu¬ 
las (1), o sea, poniendo en las fórmulas indicadas x s = x, y t = y, 
z, = z, a-, = 0, i/,= 0, z, = 0, se tiene: 

X = x, Y = tj, Z = 2 , 

es decir, las coordenadas del punió M coinciden con las coordena¬ 
das de su radio vector OM. Hagamos notar que esta última afirma¬ 
ción se deduce, no sólo de las fórmulas (1), sino también de la 
definición de las coordenadas cartesianas del punto M (véase n° 
122 ). 

137. Dado un vector arbitrario a = {X; Y: Z }, vamos a esta¬ 
blecer una fórmula para calcular el módulo del vector a . conociendo 
las coordenadas X, Y. Z de este vector. Para mayor comprensión, 
se supondrá que el vector a está aplicado al origen de coordenadas. 



Tracemos por el extremo A del vector a planos perpendiculares a 
los ejes coordenados; los puntos de intersección de estos planos 
con los ejes los designaremos con A x , A y , A„ respectivamente. 
Los planos trazados, junto con los planos coordenados, forman un 
paralelepípedo rectangular, cuya diagonal es el segmento OA (fig. 85). 
Como bien se sabe por la geometría elemental, el cuadrado de la 
longitud de la diagonal del paralelepípedo rectangular es igual a 
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la suma de los cuadrados de las longitudes de tres lados adyacentes. 
Por consiguiente, 

OA^OAl+OAl + OAl 

Pero 0-4=101, 0.4,. = X, 0.4 v =V, OA z = Z\ de este modo, de la 
igualdad anterior, se tiene: 

|o|» = X* + l / * + Z s . 

o sea, 

\a\ = VX' + Y'+Z'. (2) 

Esta es la expresión del módulo de un vectpr arbi¬ 
trario mediante sus coordenadas. 


§ 46. Cosenos directores 

138. Designemos con a, p, y los ángulos formados por el vec¬ 
tor a con los ejes coordenados; cosa, eos p, cosy se llaman cosenos 
directores del vector a Toman esta denominación porque determinan 
su dirección. 

Si, además de los cosenos directores, se ha dado el módulo del 
vector, éste queda determinado por completo (como vector libre). 
En este caso, las coordenadas del vector se pueden calcular por lus 
fórmulas : 

X = |a|cosa, y = |a|cosp, Z = |a¡cosv. (1) 

que se verifican según el n° 132. 

139. Resumiendo lo expuesto en los dos apartados anteriores lle¬ 
gamos al siguiente teorema: 

Teorema 16. Cualquiera que sea el vector a, su módulo |a|, 
sus cosenos directores cosa, cosp, eos y y sus coordenadas X, Y, Z, 
están sujetos a las relaciones: 

X = | a [cosa, Y = \a -|cosp. Z = |a|cosy, (1) 

|a| = V A'* + Y'-\-ZK (2) 

Nota. Las últimas cuatro fórmulas dan la posibilidad de calcular 
los cosenos directores de un vector conociendo sus coordenadas. En 
efecto, de estas fórmulas se deduce que 


X Y 

eos a = —p --- , eos fl tB -, - _i , 

VX' + YS + Z* y A« + V ! -i-Z» 


X' + Y t + Z ' 1 


Aquí, las raíces tienen sentido aritmético (como siempre, ante ia 
raíz no se indica el signo). 
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140. Elevando al cuadrado los dos miembros década una de las 
igualdades (3) y sumando los resultados obtenidos, hallamos: 

cos 2 a + cos 3 p + cos*v = ¡ 

y, por lo tanto. 

eos 5 a-fcos 3 p+cos 2 y = 1. (4) 

Mediante la relación (4) se puede calcular cualquiera de los ángulos 
a, p, y, si se conocen los oíros dos, sabiendo, además, si el ángulo 
buscado es agudo u obtuso. 


§ 47. Distancia entre dos puntos. División de un segmento 
en una razón dada 

141. En la geometría analítica del espacio, así como en la 
geometría analítica plana, cualquier problema, por muy complicado 
que sea, siempre se reduce a otros problemas más sencillos. Tales 
son: el problema de la determinación de la distancia entre dos 
puntos dados; el de la división de un segmento en una razón dada, 
el del cálculo del ángulo formado por dos vectores, etc., etc. En 
este párrafo se resuelven dos de estos problemas. 

142. Supongamos que se han dado dos puntos arbitrarios 
/VI| (Xp y¡-, z,), M, (a.; z s ), y que se necesita calcular la distan¬ 
cia d entre ellos. 

El resultado buscado se obtiene inmediatamente aplicando el 
teorema I5(n° 135) y las fórmulas (2) del párrafo anterior. 

En efecto, se tiene: 


M t M t r={x t —tj t —y,; z,—z,}; 


y como d es el módulo del vector Ai,M 2 , hallamos, 

d = «,) 2 + ll/,— </i)* -I- (z s —Zj)*. (1) 


Esta es la fórmula que resuelve el problema. 

143. Supongamos dados dos puntos arbitrarios M, (*,; y,\ z,), 
Mj(x a ; y¿, Zj), siendo nec esario hallar en la recta A4,/Víj un punto 
M que divida al segmento M t M i en una razón dada X. 

Este problema se resuelve del mismo modo que se resolvió en 
la geometría analítica plana (véase n° 24). Por eso, nos limitamos 
a enunciar el resultado: si a, y, z, son las coordenadas del punto 
buscado M, entonces 


x = 


T + 5T • 


II — 10-bÁgi _ _ Zl + XZ; 

y ~ 1+X * z ~ 1+X • 


142 



En particular, para ?. =! se obtienen las coordenadas del punto 
medio del segmento dado: 

£i±£a .. ffi +lh ,=,£!+£> 

x - 2 — * »- 2 * 2 

144. Para la resolución de otros problemas elementales de geo¬ 
metría analítica de! espacio resulta conveniente utilizar operaciones 
especiales con vectores, llamadas sumas de vectores, producto de 
un vector por un número, producto escalar de vectores y producto 
vectorial de vectores. En los tres capítulos siguientes se da la 
definición y las propiedades fundamentales de estas operaciones. 



OPERACIONES LINEALES CON VECTORES 


§ 48. Definición de las operaciones lineales 

145. Se llaman operaciones lineales con vectores a la suma de 
vectores y al producto de un vector por un número. 

Definición de la sunra de dos vectores. Dados dos 
vectores a y b, se llama suma a—b al vector que va del origen 
del vector a al extremo del vector b, con la 
condición de que el vector b está aplicado al ex¬ 
tremo del vector a. 

En la fig. 86 está representada la suma 
a -\-b. Esta regla de la suma de vectores, compren¬ 
dida en esta definición, se llama gerteralmentc 
“regla del triángulo". 

Observación. Puede ocurrir que, al cons¬ 
truir la suma á -\-b, aplicando la regla del 
triángulo, el extremo del vector b coincida con 
el origen del vector o; en este caso, el vec¬ 
tor a + b es el vector nulo: « + ft = 0. 

Definición del producto de un vector por un 
número. Dados un vector a y un número a, designemos sus mó¬ 
dulos mediante \ a | y \ a |, respectivamente. Se llama producto aa (o aa) 
al vector que es colincal al vector a, que tiene la longitud igual a 
|a| ¡a| y .cuya dirección es igual a la del vector a, si a>0, 
y contraria, si a<0. 

La operación de determinación del vector rm se llama producto 
del vector a por el número a. 

Nota 1 . Si « = 0 , o si a = 0, el módulo del producto es igual 
a cero y, por consiguiente, representa el vector nulo. En este caso, 
la dirección del producto aa es indeterminada. 

Nota 2. El significado de la operación del producto de un 
vector por un número se puede expresar prácticamente del modo 
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Fig. 86. 



siguiente: al multiplicar un vector a por un número a , el vector 
a «se alarga » en a «veces». Claro está, que esta expresión es con¬ 
dicional; por ejemplo, si a = Y, e! «alargamiento» en a «veces» 
significa en realidad una disminución de la longitud del vector a 
en dos veces; si a es un número negativo, el «alargamiento» en a 
«veces» significa que el vector se hace |a| veces («módulo de a 
veces») más largo y que cambia su dirección por la contraria. 

§ 49. Propiedades fundamentales de las operaciones lineales 

146. Vamos a establecer a continuación las propiedades funda¬ 
mentales de las operaciones lineales que se utilizan en el cálculo 
vectorial. 

Demostraremos, ante todo, que la suma de dos vectores cuales¬ 
quiera no depende del orden de los sumandos: 



Fly. 87. Fig. 88. 

Con este fin, consideremos dos vectores arbitrarios a y b. Co¬ 
mo los vectores geométricos son vectores libres, los vectores a y b 
se pueden aplicar a un mismo punto 0, elegido arbitrariamente. 
Designemos los extremos de estos vectores mediante A y 
B (fig. 87). Apliquemos ahora el vector h al punto A, de¬ 
signemos su extremo (en la nueva posición) con la letra C y 
unamos con un segmento los puntos B y C. Es evidente que el 
vector BC tiene la misma longitud y la misma dirección que el 
vector ÓA\ por consiguiente, BC = a. 

Observando la figura OAC y recordando la regla de la suma 
de vectores («regla del triángulo»), hallamos que 0C = a+b. Por 
otra parte, observando la figura OBC, por la misma regla, halla¬ 
mos que 0C = b-\-a. De aquí que 

a + b^b + a, (1) 

y la afirmación queda demostrada. 

La propiedad de la suma vectorial, expresada por la identidad 
(I), se llama propiedad conmutativa. 
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Nota. La figura OABC se llama paralelogramo_construido sobre 
los vectores a, b con el origen común 0: el vector OC es la diagonal 
(así se dice, incluso en el caso en que a — OA y b = 0B estén 
situados en una recta, es decir, cuando OABC no es un paralelo- 
gramo en el sentido real de la palabra). Como consecuencia de lo 
expuesto, la regla de la suma de vectores se puede enunciar de 
un modo nuevo'. 

Si los vectores a y b tienen un origen común y sobre ellos se 
lu¡ construido un paralelogramo, ¡a suma a + b (o b + a) es la 
diagonal de este paralelogramo que va desde el origen común de a y b. 

La expresión de la regla de la suma de vectores, en esta forma, 
se llama «regla del paralelogramo». 

147. Una vez definida la suma de dos vectores, se puede, 
naturalmente, definir la suma de un número cualquiera de vectores. 

Supongamos, por ejemplo, dados tres vectores, a, b y c. Su¬ 
mando a y b obtenemos el vector a+b. Si añadimos ahora e! 
vector c. resulta el vector (a + b) -I- c. También se puede construir 
el vector a + (b + c), o sea, agregar al vector a la suma b + c. 

Ls fácil demostrar, que cualesquiera que sean los vectores u.h.c, 
se verifica la igualdad 

(a + b) + c = a + (b + c). (2) 

La propiedad de la suma vectorial expresada por la identidad 
(2), se llama propiedad asociativa. 

Para demostrar la propiedad asociativa, situemos los vectores 
considerados de modo que el vector b quede aplicado al extremo 
del vector a. y el vector c, al extremo del vector b. En esta si¬ 
tuación, designemos por 0 el origen del vector a; con la letra A, 
su extremo; con la letra B. el extremo del vector b y con la letra C, 
el extremo del vector c (fig. 88). Entonces, 

(a + b) --c = (04 +TB) + BC = OB + BC = 0C, 
a + (b + c) = OA + (AB +HU) = <51 + AC = 0C. 

Por consiguiente, 

(a + b) + c = a + (b + c), 

que es lo que se quería demostrar. 

Basándose en la propiedad asociativa de la suma de los 
vectores, podemos ahora hablar de la suma de tres vectores 
a, b, c. que se escribirá de la forma a+b + c , sin indicar 
si a+b+c = (a + b)+c, o si a + b+c = a + (b + c). De modo 
análogo se puede definir la suma de cuatro, cinco y, en genera!, de 
un número cualquiera de vectores. 

Para efectuar prácticamente la construcción de la suma de unos 
cuantos vectores no es necesario realizarla sucesivamente, fijando 
cada resultado intermedio; la suma de un número cualquiera 
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de vectores se puede construir inmediatamente aplicando la regla 
siguiente: 

Regla general de la suma de vectores. Para cons¬ 
truir la suma de los vectores a„ a . a„, hay que llevar el 

vector a 2 al extremo del vector a„ el vector a 3 , al extremo del vec¬ 
tor a», el vector a t , al extremo del vector a 3 , etc., etc., hasta llegar 
al vector a„. Entonces, la suma a, +fl¡.+ ... +«„ será el vector 
que va desde el origen del vector a, hasta el extremo del vector a„. 




Designemos con la letra O el origen del vector a,, con las 

letras A¡, A 3 . A„, los extremos respectivos de Iqs vectores 

a¡, a.,. .... a,„ situados de acuerdo a la regla indicada. La figura 
OA l A 3 ... A„ se llama línea quebrad a (o pol igonal) con los l ados 

vectoriales WÁ 3 — a,, A¡A 3 =a 3 . A„. i A„^a n \ el vector OÁ n 

se llama resultante de esta linea. Como 

O A „ = OA¡ A ¡A t + A~A¡ + ... -¥ A„ -i A n ^ 

= a, +a* +... + a,„ 

de acuerdo a esto se dice que la construcción de la suma se efec¬ 
túa cerrando la linea quebrada (en la fig. 89 está representada la 
construcción de la suma de cuatro sumandos). 

Nota. En el n° 146 se ha establecido que la suma de dos 
vectores no depende del orden de los sumandos. De esto y de la 
propiedad asociativa de la suma de vectores se deduce, que la 
suma de un número cualquiera de vectores tampoco depende del 
orden de los sumandos. 

148. Señalemos aquí tres propiedades de las operaciones lineales 
que están relacionadas sucesivamente a la suma de vectores y al 
producto de un vector por un número. Estas propiedades se ex¬ 
presan mediante las siguientes identidades, en donde l y |i son 
números arbitrarios, y a, b. son unos vectores cualesquiera: 

1) (X-^p)fl = >.a + pa, 

2) Mpa) = (Xp)a, 

3) \(a+b) = Ui + ‘kb. 



Para que quede clara la subsistencia de la primera identidad es 
preciso dar su enunciado en términos geométricos: al alargar el 
vector a en X-j-p veces resulta el mismo vector que al sumar al 
vector a, alargado en X veces, el vector a alargado en u veces*). 

Un sentido geométricamente claro tiene también la segunda 
identidad: al alargar el vector a en p veces, y después en X veces, 
resulta el mismo vector que al alargar el vector a en Xp veces 
a la vez. 

La tercera identidad se deduce de la teoría de la semejanza 
de figuras. En efecto, el vector a + b es ia diagonal del parale- 
logra mo construido sobre los vectores a y b (suponiendo que los 
vectores a y b tienen un origen común); al alargar los vectores 
a, b y a + b en X veces, este paralelogramo se modifica de una 
manera semejante y, por consiguiente, se convierte de nuevo en 
un paralelogramo. Así pues, k(a + b) es la diagonal del paralelo- 
gramo construido sobre los vectores Xa y Xft; de aquí que 
X(e + 6) = Xa + X&. (Véase la fig. 90 correspondiente al caso en 
que X>0; se supone que todos los vectores representados en esta 
figura están aplicados al punto O). 

Las propiedades de las operaciones lineales indicadas aqui son 
de importancia fundamental, puesto que dan ia posibilidad de 
efectuar los cálculos en álgebra vectorial tal y como éslos se 
efectúan en el álgebra ordinaria. La primera propiedad expresa ia 
posibilidad de «distribuir» el factor vectorial entre los componen¬ 
tes del factor numérico; la tercera propiedad expresa la posibi¬ 
lidad de «distribuir» el factor numérico entre los componentes vec¬ 
toriales. Por eso. estas propiedades se llaman distributivas. Todas 
las propiedades en su conjunto dan la posibilidad de efectuar el 
producto de un polinomio escalar por un polinomio vectorial 
'¡término a término». 

La segunda propiedad da la posibilidad de «asociar» los factores 
numéricos al multiplicar sucesivamente un vector por unos cuan¬ 
tos números (por ejemplo, 2(5a) = 10a). Por eso, la segunda pro¬ 
piedad se llama asociativa. 


§ 50. Diferencio de vectores 

149. En álgebra vectorial se considera la operación de sustrac¬ 
ción de vectores; del mismo modo que en la aritmética, ésta es 
la operación inversa de la adición. 

Sean dados dos vectores arbitrarlos a y b. Se llama dijerencia 
b — a, a un vector tal que , al sumarlo con el vector a, resulla 
el vector b. 

Apliquemos los-vectores a y b a un origen común 0. después 
de lo cual designaremos sus extremos con las letras A y B (fig. 91), 


*) El «alargamiento» se entiende aqui en el sentido dado en la nota 2 n’ 145. 
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Vamos a buscar la diferencia b—a. Supongamos que el vector 
buscado está aplicado al punto A; entonces, su extremo tiene que 
coincidir con el punto B, puesto que al sumarlo con el vector 
a = OA tiene que resultar el vector b = OB. 

De este modo, la diferencia b—a no es otra cosa que el 
vector AB: 

b—a = AB. 

Asi pues, la diferencia de dos vectores, aplicados a un ori h n 
común, es un vector que va desde el extremo del vector «sustraendin 
hasta el extremo del vector *minuendo ». 



Fig. 91. 



150. Además del vector arbitrario a, consideremos también el 
vector (—1) a. El vector (—1) a se llama vector opuesto al vec¬ 
tor a y se denota con — a: 

—a = ( — l)n. 

Como al multiplicar el vector a por —1 resulta un vector del 
mismo módulo, colineal al vector a. pero dirigido en dirección 
contraria (fig. 92), los vectores a y —a se llaman opuestos entre si. 

Si se apiica el vector—a al extremo del vector a, el extremo 

del vector — a coincidirá con el origen del vector a; por consi¬ 

guiente, o + (— a) es el vector nulo: 

o+(-a)=0. (1) 

151. Consideremos nuevamente dos vectores arbitrarios o y b. 
De la identidad (1) se deduce inmediatamente que 

b— o = 6 + (— a). (2) 

En efecto, 

n+ (& + ( —«)] = & + [a+ (—<»)!■= 6 +0 = 6; 

o sea que, al sumar el vector b + (—o) al vector a, resulta el 
vector b, lo que quiere decir que el vector b + (— «) es igual a 
la diferencia b — a. 

La igualdad (2) proporciona una nueva regla de sustracción; 

para obtener la diferencia b — a es necesario sumar al vector b el 
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vector opuesto al vector a (fig. 93; en esta figura se observa tam¬ 
bién que la suma de los vectores a y ¿»+(— a) es igual al vec¬ 
tor b). Esta última regla resulta conveniente, sobre todo, para 
construir el resultado de la suma y de la resta de unos cuantos 
vectores; por ejemplo, para hallar x=a—b — c+d—e. es sufi¬ 
ciente tomar los vectores o, —b, —c, d , —e y construir su 
suma como ya se indicó en el n° 147. 


§ 51. Teoremas fundamentales sobre proyecciones 

152. Estableceremos a continuación dos teoremas importantes 
sobre proyecciones de vectores. 

Teorema 17. La proyección de una suma de vectores es igual 
a la suma de sus proyecciones (sobre un mismo eje): 

pr„ (a, + O, + ... + a„) = pr.a, + pr„a a + ... + pr„a„. 

Demostración. Formemos una línea quebrada con los 
lados vectoriales o,, o 2 .a„ (véase n° 147), es decir, apli¬ 



quemos el vector a. al extremo del vector o„ apliquemos después 
el vector a 3 al extremo del vector o 4 , etc., etc., y, por fin, apli¬ 
quemos el vector <!„ al extremo del vector a„_,. Designemos 
(estando situados los vectores de la manera indicada) el origen 
del vector a, con la letra O, su extremo, con la letra A lt el 
extremo del vector a a , con la letra /1 4 , etc., etc. Entonces, 

a \ +«2+ • • - +<*„ ~OA~„- (I) 

Proyectemos todos los puntos 0, A„ A t . A„ sobre el eje u, 

y designemos sus proyecciones mediante O', A'„ A¡ . A„ 

(véase la fig. 94, correspondiente al caso n = 3), respectivamente; 
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se tiene, 

O'A', = pr„ a¡, A\A\=pi a a t , A' n _ t A' n = pr 0 a„. (2) 
Por otra parte, por la igualdad (1), 

pr„ (o,tOj+ ••• +«») = pr,6 T n =0’A' n . (3) 

Pero, según el n c 3, para cualquier posición de los puntos 0', 
A\, A'. . A' n sobre el eje u se verifica la identidad: 

0'A' n = 0'i4i + A'¡A' t + A.AÍ + • ■ ■ + A a .,A n - (4) 

Teniendo en cuenta las fórmulas (2) y (3), de la identidad (4) 
se tiene, 

pr„ ( fl »+«* + • • • -r °«) = P r « a i + P r " a a + • • • + P r a a n’ 

Con lo que el teorema queda demostrado. 

Teorema 18. Al multiplicar un vector por un número, su 
proyección se multiplica por el mismo número: 

pr„ cía —a pr„ o. 

Demostración. Supongamos que el vector a está aplicado 
en un punto 0 del eje n; designemos su extremo con la letra A. 
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Vamos a suponer que el vector a a también está aplicado al punto 0; 
su extremo lo designaremos con la letra B. Así pues, O A — a, 
OB *-aa. 

Consideremos la recta o, en la que están situados los puntos 
0, A, B. Establezcamos en esta recta la dirección positiva (cual¬ 
quiera); de este modo, ésta se convierte en eje. 

Proyectemos los puntos 0, A y B sobre el eje u, sean 0', A', B', 
sus proyecciones respectivas (fig. 95. « y ó). Por el conocido 
teorema de la geometría elemental, obtenemos la proporción: 


| O-B' j j OB | 
]0'/t'j “ \OA¡ 


( 5 ) 


Si los segmentos OB y OA (situados en el eje o) tienen una misma 
dirección, los segmentos O'B' y O'A' (del eje u) también tienen una 
misma dirección; si los seg ment os OB y OA tienen dirección contra¬ 
ria, los segmentos O'B’ y O'A' también tienen dirección contraria 
(así es, cuando cc es negativo; este caso corresponde a la figura 
95, b). Por lo tanto, las razones de las magnitudes de estos 

segmentos - ( y-¿r y sonde igual signo; esto muestra que la 
igualdad (5) se puede escribir asi: 


O'B' OB 
doP^OA ’ 


Como OB^aa y O A—a, se tiene, =a. Por consiguiente, 

5 , ~| : T’ a ’ ° sea, O'B' = a-0'A'. De aquí que 
pr u cwj=*apr„a. 

Con lo que el leorenia queda demostrado. 

Nota. El último teorema se puede enunciar con mayor clari¬ 
dad asi: al alargar un vector en o. vea-s. su proyección se alarga 
también a veces. 

153- En el n° 134 fue establecido el principio de definición 
de cada vector libre en el espacio mediante tres números, que 
son sus coordenadas. Es importante saber que operaciones aritmé¬ 
ticas, efectuadas con las coordenadas da vectores, corresponden a 
las operaciones lineales que se efectúan con los mismos vectores. 
La respuesta a esta pregunta se da inmediatamente con los teo¬ 
remas 17 y 18 n° 152, si se tiene en cuenta que las coordenadas 
(cartesianas) de un vector son sus proyecciones sobre los ejes 
coordenados. Con más precisión, según el teorema 17, al sumar 
los vectores, sus coordenados se suman. Por lo tanto, si 
a = <X,; Y t ; Z,¡ y b- {*.; Y,- ZJ, 

se tiene, 

a + ft = {X,-r-X 2 ; Vj+K,; Z.-I-Z.J. 

De aquí se deduce que 

a-ft={X 1 -X 3 ; Z.-Z,}. 

Este resultado se puede expresar simbólicamente con una sola 
relación: 

{*»; v'.; 2.J ± <* s : ^ = <*i ± K t * y 2 ; z, ±z,}. (6) 

Además, según el teorema 18, ai multiplicar un-vector por un 
número , sus coordenadas se multiplican por el mismo número. Asi 
pues, si a = Y; Z}. para cualquier número a, se tiene, 
aa = \<xX\ o Y\ uZ }. 
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Este resultado se puede expresar simbólicamente asi 

a{X; Y] Z| = {aX; aV; «Zj. (7) 

154. De lo anterior fácilmente se deduce la condición de coli- 
nealidad de dos vectores dados por sus coordenadas. 

A saber, los vectores o=(X,; Vi; Z¡¡ y 6 = {X a ¡ Y¡, Z¡} 
son colineales cuando, y sólo cuando, uno de ellos se puede obte¬ 
ner multiplicando al otro por un número: 6 = >-a (se supone que 
a#0). La igualdad vectorial 

A = Jia 

es equivalente a tres igualdades numéricas: 

X 2 = >.X,. V,=.Xy,, Z ; =XZ„ 

y estas últimas igualdades significan que las coordenadas del vec¬ 
tor b son proporcionales a las coordenadas del vector a. Por con¬ 
siguiente, los vectores a = {X t ; 1',; Z,} y b = |X.; V,; Z.} son 
colineales cuando, y sólo cuando. 



es decir, cuando sus coordenadas son proporcionales. 

§ 52. Descomposición de vectores en sus componentes 

155. Si en el espacio se ha dado un sistema cartesiano de 
coordenadas rectangulares, simultáneamente vamos a considerar una 
terna determinada de vectores: éslos los representaremos con las 
notaciones i, j, k . Estos vectores se determinan del siguiente modo: 

1) ol vector / está situado en el eje Ox, el vector j está situado 
en el eje Oy, el vector k está situado en el eje Oz\ 

2) cada uno de los vectores i, j, k lleva la dirección positiva 
de su eje; 

3) los vectores /, j, k son unitarios, es decir, |/|=1. 1/1=1. 
|*|=1. 

Resulta que cualquier vector del espacio se puede expresar me¬ 
diante. los vectores i. /, k utilizando las operaciones lineales. 
Veamos a continuación cómo se obtiene esta expresión. 

Consideremos un vector arbitrario a. Supongamos (para facilitar 
el estudio) que está aplicado a) origen de coordenadas. Designe¬ 
mos el extremo del vector a con la letra A. Tracemos por el 
punió A una recta paralela al eje Oz. Esta tiene que cortar al 
plano Oxy, designemos su punto de intersección con la letra fl. 
Tracemos, después, por el punto B una recta paralela al eje Oy, 
y una recta paralela al eje Ox. La primera de éstas tiene que 
cortar a! eje Ox, la segunda, al eje Oy. 
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Designemos estos puntos de intersección con A x y A y , respec¬ 
tivamente. Tracemos, finalmente, por el punto A una recta para¬ 
lela a la recta OB ; esta recta paralela tiene que cortar al eje O 2 
en un punto, que lo designaremos con A, (fig. 96). 



P°; la re 8 la de la suma de vectores (aplicada al paralelogramo 
OBAA,), se tiene: 

a = QB~+OA' x . (I) 

Asimismo, por la regla de la suma de vectores (aplicada al para¬ 
lelogramo OA v BA x ) 

OB = OA^ + OAj. (2) 

Como consecuencia de las igualdades (1) y (2), 

a = OA¡ + OA^+ÓA’.. (3) 

_Como los vectores OA x e i están situados en una recta, el vector 

OA x se puede obtener mediante un «alargamiento» del vector /; 
así pues, se puede escr ibir: OA x = ‘ U, en donde X es cierto número. 

De modo análogo, OA y — pj y OA x =vk (la fig. 96 corresponde 
al caso en que X, p y v son positivos). 

_P e la igualdad (3) y de las relaciones OA x = \i, OA t = \ij, 

OA, = vk, resulta 

a = X/ p/4- v*. (4) 

O sea, queda demostrado, que cualquier vector o del espacio 
se puede expresar mediante los vectores /, J, k, empleando las 
operaciones lineales. 

Teniendo presente que todos los vectores del espacio se pueden 
expresar mediante los vectores /, j, k del modo indicado, a esta 
terna de vectores se le llamará base coordenada. 

La representación del vector a en la forma Xi + p/-f-vA se llama 
descomposición del vector a en ¡a base l, j, k Los números X, p, 



v se llaman coeficientes de esta descomposición; los vectores X/, \ij, 
vk se llaman componentes del vector a respecto de la base i, j. k. 

Los vectores Xi, uj, vk se llaman componentes del vector 
a porque su suma forma el vector a. 

156. Ahora vamos a procurar aclarar el significado geométrico 
de los coeficientes X, p, v. Gomo OA* = X/, e i es un vector uni- 
tario, el número X es la razón de la longitud del segmento 0A X 
a la unidad de medida, tomada con signo más o menos, según que 
el segmento tenga la misma dirección que el vector l o tenga.la direc¬ 
ción opuesta. Mejor dicho, X es la magnitud del segmento OA x 
del eje Ox, en el sentido definido en el n° 2, es decir* X — OA x . 
Pero 0A X es, precisamente, la proyección del vector a = OA sobre 
el eje Ox. Por consiguiente, 

X = pr,a = X. 

Análogamente, 

p = pr y « = Y, v=pr.« = Z. 

157. Todo lo expuesto en los n'V 155, 156 se puede resumir 
con el teorema siguiente: 

Teorema 19. Cualquiera que sea el vector a. éste siempre se 
puede descomponer en la base i, j. k. es decir, se puede representar 
en la forma 

a-Xi + YJ+Zk: 

los coeficientes de esta descomposición se determinan unívocamente 
por el vector a; precisando, X. Y, Z son las proyecciones del vector a 
sobre los ejes coordenados (es decir, las coordenadas del vector o). 

158. Hagamos notar que la descomposición de los vectores se 
puede efectuar no sólo en la base i, J, k. 

Sean dados tres vectores a,. a 2 , a, Supongamos, para mayor 
claridad, que están aplicados a un punto común O. No vamos a hacer 
ninguna suposición especial respecto a estos vectores (pueden tener 
cualquier longitud y pueden formar entre sí ángulos cualesquiera). 
Se supone solamente, que se cumple una condición: al ser aplicados 
al punto común 0, los vectores o„ a,, a 3 no tienen que estar situados 
en un plano. En estas condiciones se verifica el teorema siguiente: 

Cualquiera que sea el vector a, éste siempre se puede expresar 
en forma de una combinación lineal de los vectores rt,, a.¡, n¡: 

a='na t +pa 3 -l-va s . (5) 

Esta expresión se llama descomposición del vector a en la base 
«i. a t , a a . 

Para demostrar el teorema enunciado, tracemos por el punto O 
tres ejes Ox, Oy, Oz en las respectivas direcciones de los vectores 
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a¡. o,. o 3 . Después de esto, la igualdad (5) se puede establecer 
repitiendo todos !os cálculos y razonamientos con los que se demostró 
la igualdad (4). Sólo que hay que sustituir los vectores i, j, k por 
los vectores a { , o.,, o, (ei paralelepípedo representado en la figura 96 
tiene que ser oblicuo). 

Queda por actarar el significado g eomé trico de ios coeficientes 
X, p, v en la igualdad (5). Se tie ne: O A x =).a 1 \ de esto se deduce 
que X es la magnitud del segmento 0A X del eje Ox, si el vector a, se 



ha tomado como unidad de medida en este eje. Un significado análogo 
tienen los números p y v. A veces, los segmentos OA x , OA y , OA z se 
llaman proyecciones oblicuas del vector a sobre los ejes Ox. Oy, Oz. De 
acuerdo a esto, se puede decir que los coeficientes X, p, v, en la igual¬ 
dad (5), son las magnitudes de las proyecciones oblicuas del 
vector a sobre los ejes Ox, Oy. Oz. si cada proyección se ha medido 
en su eje con su unidad de medida. De aquí que los coeficientes 
de la descomposición del vector dado en la base considerada, se 
determinan unívocamente (puesto que éstos expresan unas magnitudes 
geométricas determinadas). 

159. Si el vector a está situado en el plano de los vectores a ,, a v 
su descomposición en la base a,, a„, a.j es de la forma: 

a = Xa, -i- pa«, 

es decir, v = 0. En efecto, en este caso, el punto A coincide con el 
punto B y, por consiguiente, 0/^ = 0. 

Si se quieren considerar solamente los vectores situados en un 
plano determinado, necesitando descomponer éstos solamente en una 
base, entonces, es suficiente tomar una base de dos vectores, a,, a¡, 
situados en el plano dado (el tercer vector está de sobra). Se puede 
tomar por base cualquier par de vectores a„ a¡ del plano dado, 
pero con la condición de que, si los vectores a,, a¡ están aplicados 
a un punto común 0, éstos no tienen que estar situados en una 
recta. Mejor dicho, la base del plano se compone de vectores no 
colineales. Es natural que la construcción de los componentes en el 
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plano es más sencilla que en el espacio; ésta está representada en 
la figura 96 a. Se tiene: 

a = OA = OA x + OT, = \a x + po,- 

Los segmentos OA x , OA, son las proyecciones oblicuas del vector 
a sobre los ejes Ox, Oy, los coeficientes X y p son sus Inagmtudes, 
suponiendo que por segmentos unitarios en los ejes se han tomado 
los vectores a l y 
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PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES 


§ 53. El producto escalar y sus propiedades fundamentales 

160. Se llama producto escalar de dos vectores, al producto de los 
módulos de estos vectores por el coseno del ángulo que forman entre si, 

El producto escalar de los vectores a, b se representa con la 
notación ab. 

Designemos con la letra cp el ángulo formado por los vectores 
a, b, entonces, el producto escalar de los vectores a, b se puede 
expresar por la fórmula: 

flft = |<j||£|cos<p. (I) 

Para lo que sigue, es importante señalar que | ¿> | eos cp = pr„ 6 
(véase n° 132) y, por consiguiente, 

ab *-1 a | pr„6. (2) 

Análogamente, |a|coscp = pr t a, y también se obtiene, 

ab = \b\pT„a. (3) 

Por lo tanto, el produelo escalar de los vectores a, b se puede 
considerar, bien como el producto de dos números, uno de los cuales 
es el módulo del vector a y el otro, la proyección del vector b sobre 
el eje del vector a, bien como el producto de dos números, uno de 
los cuales es el módulo del vector b y el otro, la proyección del 
vector a sobre el eje del vector b. 

161. El concepto de producto escalar tiene por origen la mecánica. 
Precisamente, si el vector (libre) a representa una fuerza cuyo punto 
de aplicación se desplaza del origen al extremo del vector b, el tra¬ 
bajo w de esta fuerza se determina por la igualdad 

£«=|o||¿>[cosqj. 
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En el cálculo vectorial, esta cantidad se llama producto 
de dos vectores, precisamente, porque ésta goza de algunas de las 
propiedades algebraicas del producto ordinario de los números (éstas 
se indicarán en el párrafo siguiente). Se llama producto escalar, 
porque el resultado es un (número) escalar. 

162. El producto escalar tiene las propiedadas algebraicas 
siguientes: 

1. Propiedad conmutativa; 

ab — ba 

Demostración. Según la definición, a&=»[a||ft|cosq> 
y ba = \b\ |a|cosq>; pero |a| \b\ = \b\ |a|. puesto que es una 
multiplicación ordinaria de números, por lo tanto, ab — ba 
,2. Propiedad asociativa con respecto a la 
multiplicación por un número: 

(aa)b^n(ab). 

Demostración. Por la fórmula (3), se tiene: 

(aa)ft = |ft|pr t (aa). 

Pero, según el teorema 18 (n° 152). pr„(aa) = cipria. Por lo tanto, 
(na) b = | b | pr» (na) = 1 b \ a pr t a = a (| b ¡ pr t n). 

Por otra parte, por la misma fórmula (3), |6|P r i. a — ab. Por con¬ 
siguiente, 

(an)¿> = ot(|&| pr ( a)—a(flí>). 

Nota 1. De las propiedades 1 y 2 se deduce que 
(aa)<p&) = (ap)(aft). 

En efecto, 

(aa) (P6) = «(a (pft)) = a ((Pft) a) = a (P ( ba )) =* (aP) (ba) = (ctp) (ab). 

3. Propiedad distributiva con respecto a la 
s u m a: 

a(b—c) = ab + ac. 

Demostración. Por la fórmula (2), se tiene, 
a (& + c) = | a | pr„ (& -t- c). 

Pero, según el teorema 17 (n° 152), pr„(£» + C) = pr„6 + pr„c. 
Por lo tanto, 

a (b + c) = | a | pr„ (b c) = | a | (pr a ft 4- pr a c) = | a 1 pr a 6 + [ a ¡ pr„c. 

Por otra parte, por la misma fórmula (2), |alpr„6 = aft y |fllpr a C — ac. 
Por consiguiente, 

a (b - c) = ¡ a | pr a b -f | a | pr„c ~ab- f ac. 



La última propiedad demostrada nos da la posibilidad de efectuar 
miembro a miembro el producto escalar de los polinomios vectoriales. 
En virtud de la primera propiedad, podemos despreocuparnos del 
orden de los factores. La segunda propiedad permite entonces (véase 
la nota I anterior) agrupar los coeficientes numéricos de los factores 
vectoriales. Por ejemplo, 

(2a + 5ft) (3c + 4d) = (2a 5b) (3c) - (2a + 5 b) (4d) = 

= (2a) (3c) -{-(5b) (3c) -f(2a) <4rf)+(5ft) (4d) - 
= 6ac + lóftc + 8 ad -|- 20 bd. 

Nota 2. En un sentido, el producto escalar de vectores no es 
esencialmente semejante al producto ordinario de ios números: 
corno el producto escalar de dos vectores ya no es un vector, sino 
un número, es absurdo hablar del producto escalar de tres o más facto¬ 
res vectoriales. Obsérvese, que el símbolo ( ab)c se puede entender 
solamente asi: (ab)c es el producto del número ab por el vector c, 
o sea. (ab) c es el vector c, «alargado» en ab «veces». 

163. A continuación se exponen algunas propiedades geométricas 
importantes del producto escalar. 

1. Si lo s vectores a, b, son diferentes de cero y forman entre si un 
ángulo agudo, el producto escalar ab es positivo. 

En efecto, si el ángulo <p es agudo, eosq> >0; por consiguiente, 

ab = | a 11 b |cos <p > 0. 

2. Si los vectores a, b son diferentes de cero y forman entre sí un 
ángulo obtuso, el produelo escalar ab es negativo. 

En efecto, si el ángulo q> es obtuso. cosq> < 0; por consiguiente, 

ab -1 a 11 b | eos <p < 0. 

3. Si los vectores a y b son perpendiculares entre si, entonces, 
ab = 0. 

En efecto, si a y b son perpendiculares entre sí, q> => y >' cos <p = 0; 
por consiguiente, a/> = |a||ft|cosip = 0. 

4. Si el producto escalar de dos vectores a. b es igual a cero, los vec¬ 
tores a y b son perpendiculares entre si. 

En efecto, si al menos uno de los vectores a, b es igual a cero, se 
puede suponer que éste es perpendicular al otro, ya que siempre se 
puede considerar que el vector nulo tiene dirección arbitraria; si nin¬ 
guno de estos vectores es igual a cero, en virtud de la igualdad 
aft=’|fl||ft|cos<p = 0. tiene que ser cos<p = 0, es decir, <P = y. 

lo que significa que los vectores a y b son perpendiculares entre si. 

Las dos propiedades últimas se pueden enunciar conjuntamente 
del modo siguiente: el producto escalar de dos vectores es igual a cero 
cuando , y sólo cuando, estos vectores son perpendiculares entre si. 

Señalemos, por fin, otra propiedad más del producto escalar. 
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5. El producto escalar de unveclor por Sí mismo es igual al cuadrado 
de su módulo: 

aa=\a | s . 

En efecto, aa = |a||a¡cosO; pero cosO^l, por consiguiente, 
aa = |a| a . 

Nota. El producto escalar aa se llama cuadrado escalar del 
vector a y se representa con la notación a 1 . En virtud de lo ex¬ 
puesto anteriormente, se tiene: n 2 = | op, o sea, el cuadrado escalar 
de un vector es igual al cuadrado de su módulo. 


§ 54. Expresión del producto escalar mediante las coordenadas 
de los vectores que se multiplican 

164. El teorema que se da a continuación da la posibilidad de 
calcular el producto escalar de dos vectores, conociendo sus coorde¬ 
nadas, es decir, conociendo sus proyecciones sobre los ejes de un 
sistema cartesiano rectangular de coordenadas: 

Teorema 20. Si los vectores a y b se han dado mediante sus 
coordenadas: 

«-{XtfKrfZJ, » = VV, Z,}, 

su producto escalar queda determinado por la fórmula 

a*m.X l X t + Y l Y 9 +Z¿ t . 

Demostración. Escribamos previamente la «labia de 
multiplicar» de los vectores básicos /, J, k: 

P = 1. lj= 0, lk = 0. ■) 

Ji~o, y*«*i, jk— o, 1 (i) 

u= o, jy=o, **-i. J 

Aquí, los productos escalares de dos vectores básicos diferentes 
son iguales a cero, puesto que éstos son perpendiculares entre si 
(véase la propiedad 3, n° 163); /*«1, /=1, *»=1, puesto que 
los vectores i. j. k son unitarios (véase la propiedad 5 n° 163). 

Hallemos ahora la descomposición de los vectores a y b en la 
base i, J, k: 

a^XJ + YJ+Z.k, l 

b = X t i+YJ+Z i k f ( 2 ) 

(véase el teorema 19 n“ 157). En virtud de las propiedades algebrai¬ 
cas del producto escalar establecidas en el n° 162, se puede calcular 
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ab multiplicando miembro a miembro las igualdades (2): 
ab = X.Xjí'-i- X x YJJ+ X,Z s /ft + 

+ Y¡ XJi +YjY t / t -¡-Y\ZJh -f- 
+Z,X t kl+Z l Y.kJ + Z 1 Z,k\ 

Aplicando la tabla (1) de multiplicación de los vectores básicos, 
obtenemos: 

ab=X,X í -¡-Y,y i +Z í Z 1 , 
que es lo que se quería demostrar. 

El enunciado del teorema demostrado, se puede expresar también 
así: el producto escalar de dos vectores es igual a la suma de los produc¬ 
ios de las coordenadas correspondientes de estos vectores. 

165. Señalemos ahora algunas consecuencias importantes del 
teorema 20. 


Corolario 1. Es condición necesaria y suficiente para la 
perpendicularidad de los vectores 

»Y. y &={*.; z t ), 

que se verifique la igualdad 

X 1 X. + V',V t +Z,Z t = 0. (3) 

En efecto, según el n° 163, los vectores o V b son perpendiculares 
entre sí cuando, y sólo cuando, ab = 0. Pero, por el teorema 20, 
se tiene: ab = X l X i + Y l Y i +Z l Z 3 . Por consiguiente, los vecto¬ 
res a y b son perpendiculares entre sí cuando, y sólo cuando, se 
cumple la igualdad (3). 

Corolario 2. El ángulo q> formado por los vectores 
o={X 1 ;y 1 ;Z 1 } y &«{*,, Y¿¡ ZJ 


se determina por la igualdad 


coscp 


X,X._+Y,Y t +Z,Z, 
Vx\+Y\+Z\Vx\+Y\+Z\ ' 


(4) 


En efecto, por la definición del producto escalar, a& = |a||f>[cos<p; 
de aquí que 

C0S< P=7^ITftT- < 5 > 

Pero, por el teorema 20, se tiene: ab = X,X 2 -t-K,/. , + Z,Z a , 
y p or el teorem a 16 (n° 139), \a\ = Vxl + Y\+Z\, |ft| = 
= V Xjrfyj+Z*. De esto y de la fórmula (5) resulta la fór¬ 
mula (4). 

Corolario 3. Si un eje u forma con los ejes coordenados 
los ángulos cc, §, y, ¡a proyección de un vector arbitrario s = {X; Y; Z) 
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sobre este eje se determina por la igualdad 

pr„s=Xcosa+ycos (5-fZcosy. (6) 

Para su demostración, supongamos que la dirección del eje u se 
determina por el vector unitario e. De acuerdo a la fórmula (2) n° 160, 
se tiene: es = |e|pr,s. Obsérvese que |e| = 1 y pr„s=pr 11 s. 
Así pues, pr„s = es. Como el vector e tiene la dirección del eje dado 
u, este forma con los ejes coordenados los mismos ángulos que este 
eje, o sea, a, p, y. De aquí que (véase el teorema 16 n 0 139) 
pr x e = |e|cosct, pr^e = | e | eos p, pr,e =» [ e | eos y; 
pero |e|=l, por consiguiente, 

e={cosa; eos (i; eos y}. 

Conociendo s = {X; Y\ Z) y e = {cosa; cosp; cosy}, por el teo¬ 
rema 20 hallamos: pr„s = es = X eos a-f y eos P + Zcosy, que 
es lo que se quería demostrar. 

166. Ejemplo I. Dados (res punios ¿(1; 1; 1), B( 2; 2; 1) y C (2; I; 2) 
hallar el ángulo =/BAC. 

Solución, Aplicando el teorema 15 (n“ 135), obtenemos: 

= 1; 0}, 15C=-{1: 0; I}. 

De aquí y en virtud del corolario 2 del teorema 20, hallamos: 


Por lo lanto, 

Ejemplo 2. Dados los puntos <4(1; I; I) y fl (4; 5; —3), hallar la 
proyección del vector AB sobre el eje « que forma con los ejes coordenados 
ángulos agudos Iguales. 

Solución. Sean eos o, eos p, eos y los cosenos directores del eje u; 
por las condiciones del problema, éstos son Iguales entre si y positivos (puesto 
que a, |¡, y son ángulos agudos iguales). Pero, según la Igualdad (4) n° 140, 

eos* a •+•cos’P+cos’y — I. 

Por esto y por lo dicho anteriormente, 

eos a = eos p = eos y = —-1=-. 

]A3 

Por el teorema 15 (n“ 135), 

Áfl = {3; 4; -4}. 

No queda más que aplicar el corolario 3 del teorema 20, es decir, la íórmula (6): 
aplicándola se tiene: 


l.l+I.Q + Q.l 


I I 

■ y 2 2 


6 * 



10 . 


PRODUCTOS VECTORIAL Y MIXTO DE VECTORES 


§ 55. El producto vectorial y sus propiedades fundamentales 

167. Vamos a definir una nueva operación con vectores: el pro¬ 
ducto vectorial. Se supone que se ha elegido en el espacio un sis¬ 
tema cartesiano de coordenadas rectangulares. 

Se llama producto vectorial del vector a por el vector b al vector 
representado por la notación (nft) y determinado por las tres con¬ 
diciones siguientes. 

1) el módulo del vector [ 06 ] es igual a | a 1 1 b | sen ip, en donde q> 
es el ángulo formado por los vectores a y b, 

2 ) el vector (nft) es perpendicular a cada uno de los vectores a y b; 

3) la dirección del vector \ab\ respecto a los vectores a y b es 
igual que la del eje coordenado Oz respecto a los ejes coordenados 
Ox y Oy. Mejor dicho, si los tres vectores a, b y [ab] tienen un 
origen común, el vector [af>] tiene que estar dirigido de tal modo, 
que la rotación más corta del vector a al vector b se vea desde 
sus extremos en el mismo sentido que se ve desde algún punto del 
semieje positivo Oz la rotación más corta del semieje positivo Ox 
al semieje positivo Oy. 

Para precisar, supongamos que en el sistema de coordenadas 
elegido la rotación más corta del semieje positivo Ox al semieje 
positivo Oy se ve. desde los puntos del semieje positivo Oz, en 
dirección contraria a la de las agujas de un reloj. Tal sistema de 
coordenadas se llama de mano derecha. El sistema de mano derecha 
se puede caracterizar también del siguiente modo: si el dedo pulgar 
de la mano derecha indica la dirección del eje Ox y el dedo índice, 
la dirección del eje Oy. el dedo cordial indicará la dirección del 
eje Oz de este sistema*). 

*) El sistema de coordenadas se llama de mano izquierda, si los ejes Ox, 
Oy. Oz están orientados igual que los dedos pulgar, índice y cordial de la mano 
izquierda. 
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Al producto vectorial [ab] se le asigna la dirección de acuerdo 
al sistema de coordenadas elegido de mano derecha. A saber, si 
a, b y [ab\ tienen un origen común, el vector [ab\ tiene que estar 
dirigido de tal modo que desde su extremo se vea la rotación más 
corta del vector a al vector b (o sea, del primer factor al segundo) 
en dirección contraria a la de las agujas de un reloj (fig. 97), Se 
puede emplear también la vegla de la mano derecha s: si a, b y jn¿>) 
tienen un origen común, el vector [ab\ tiene que tener la dirección 




del dedo cordial de la mano derecha, si el dedo pulgar indica la 
dirección del primer factor (o sea, del vector a) y el dedo indice, 
la dirección del segundo factor (o sea, del vector b). En adelante, 
frecuentemente nos referiremos a esta regla. 

168. El concepto de producto vectorial tiene por origen la mecá¬ 
nica. Precisamente si el vector b representa una fuerza aplicada 
a un punto Ai y el vector o va de un punto 0 al punto M, el 
vector [a<>] representa el momento de la fuerza b respecto al 
punto 0. 

En el cálculo vectorial a (06] se le llama producto de vecto¬ 
res, porque esta cantidad posee ciertas propiedades algebraicas del 
producto de los números (véase en el n° 171 la segunda y tercera 
propiedades). Se llama vectorial, porque el resultado es un vector. 

169. Indiquemos en primer lugar las propiedades geométri¬ 
cas fundamentales del producto vectorial. 

1. Si los vectores a y b son colineales, su producto vectorial es 
igual a cero. 

Demostración. Si los veciores a y & son colineales, el 
ángulo q> formado por ellos, es igual a 0° (en el caso de que o y b 
tengan una misma dirección), o igual a 180° (en caso de que sus 
direcciones sean opuestas). En uno y otro caso, sen q>=0. Por 
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consiguiente, |[afe]| = ]a| ¡fe] sen q> = 0, es decir, el módulo del 
vector [ab] es igual a cero y, por lo tanto, el mismo vector [ab] 
es igual a cero. 

2. Si el produelo vectorial de los vectores a y b es igual a cero, 
los vectores a y b son colímales. 

Demostración. Supongamos que [afe] = 0; entonces 
|[afe] | = 0 y, por lo tanto, |a| (fe| sen <p = 0. Si ninguno de los 
vectores a y i es igual a cero, de la igualdad anterior se tiene que 
sen <p — 0 y, por consiguiente, los vectores a y b son colineales. Si, 
al menos, uno de los vectores a y b es igual a cero, con toda razón 
se puede suponer que éste es colineal al otro, ya que el vector 
nulo tiene cualquier dirección. 

Estas dos propiedades del producto vectorial se pueden enunciar 
conjuntamente asi: el producto vectorial de dos vectores es igual 
a cero cuando, y sólo cuando, estos vectores son colineales. 

3. Si los vectores a y b tienen un origen común, el módulo del 
producto vectorial (afe] es igual al área del paralelogramo construido 
sobre los vectores a y fe. 

Demostración. Designemos con la letra S el área del 
paralelogramo construido sobre los vectores a y fe. Como se sabe 
por la geometría elemental, el área del paralelogramo es igual al 
producto de sus lados adyacentes por el seno del ángulo formado 
por ellos. Por lo tanto, |a| |fe| sen <p = S y, por consiguiente, 

llafe]| = S, (1) 

que es lo que se afirmaba. 

170. En virtud de la última propiedad, el producto vectorial 
se puede expresar por la fórmula: 

[afe] = Se, (2) 

en donde e es un vector definido por las tres condiciones siguientes: 

1 ) el módulo del vector e es igual a la unidad; 

2 ) el vector e es perpendicular a cada uno de los vectores a y fe; 

3) el vector e está dirigido en sentido del dedo cordial de la 
mano derecha, si el dedo pulgar tiene la dirección del vector a y el 
dedo índice la dirección del vector fe (se supone que los vectores 
a, fe ye tienen un origen común). 

Para demostrar la fórmula (2) comparemos las condiciones que 
determinan el vector e con las condiciones que determinan el pro¬ 
ducto vectorial [afe]; de esta comparación se deduce que los vectores 
(afe] y e son colineales y, además, tienen un mismo sentido. Por lo 
tanto, el vector [afe] se puede obtener multiplicando el vector e por 
un número positivo; este número es igual a la razón del módulo 
del vector (afe] al módulo del vector e, y como ]e|= 1, será igual 
al módulo del vector [afe], es decir, al número S. De este modo, 
[afe] = Se, que es lo que se quería demostrar (la figura 98 da una 
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ilustración de la fórmula (2) para el caso en que |o| = 2, \b\ = 2, 
q) = 90 ). 

171. Vamos a establecer a continuación las propiedades alge¬ 
braicas del producto vectorial. 


1. Propiedad anticonmutativa: 

[ab\ = — [ba], (3) 

es decir, el producto sectorial de a por b es el vector opuesto al 
producto vectorial de b por a. 

Demostración. Si los vectores a y b son colineales, tanto 
[ab] como (ha] se anulan, por consiguiente, se verifica la igual¬ 
dad (3). Supongamos ahora que los vectores a y b no son coli¬ 
neales. 

Obsérvese, ante todo, que en virtud de las dos primeras condi¬ 
ciones que determinan el producto vectorial, los vectores \ab\ y I ha) 
tienen módulos iguales y son colineales; por lo tanto, I ab)=.'[ba] 
o ^afrl=— [ba]. Lo único que queda por resolver es el averiguar 
cuál de estas dos posibilidades se verifica. La resolución la da 
la tercera condición. Si, en primer lugar, colocamos los dedos pul¬ 
gar e índice de la mano derecha en dirección de los vectores a y b, 
respectivamente, y luego, en dirección de los vectores b y a, ten¬ 
dremos que hacer girar la mano de tal modo, que la dirección del 
dedo cordial, en el segundo caso, sea opuesta a la dirección que 
tenia en el primer caso. Por consiguiente, [u¿>] y [bn] tienen direc¬ 
ciones opuestas, es decir, [ab]= —[ba]. 

2. Propiedad asociativa respecto al factor 
escalar: 

((Xa)6)=).[adJ (4) 

[«(X»)j-Xfa»]. (5) 

Demostración. La fórmula (5) se reduce a la fórmula (4) 
mediante una permutación de factores en los productos vectoriales 
de los dos miembros de la igualdad (sustituyendo después la letra 
b por la letra a y la letra a por la letra b). Por lo tanto, es 
suficiente demostrar la fórmula (4). 

Obsérvese, ante todo. que. si X = 0, o si los vectores a y b son 
colineales, la fórmula (4) tiene valor, pues en estos casos sus dos 
miembros son iguales a cero. Supongamos ahora que X^O y que 
los vectores a. b no son colineales. 

Según la primera condición, en la definición dei producto vecto¬ 
rial el módulo del vector [ab] es igual a |«| \b\ sen qp, en donde 
<p es el ángulo formado por los vectores a y b: por consiguiente, 
el módulo del vector X[á¿>| es igual a |X| ja| \b[ sen <¡>. Por la 
misma condición, el modulo del vector ((Xa)ó] es igual a |X| )a| 
j 61 sen t(3, en donde <|> es el ángulo formado por los vectores Xa y b. 
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Pero el ángulo ijj o es Igual al ángulo <p (cuando X es positivo) o es 
igual al ángulo n — (cuando X es negativo); en uno y otro caso, 
sen <p = sen De aquí que el módulo del \eclor [(Xa)ft] es igual 
ai módulo del vector X[o&). 

Según la segunda condición, en la definición del producto vecto¬ 
rial los dos vectores X [ab] y ((Xa) 6) son perpendiculares a cada 
uno de los vectores a y b\ por consiguiente, los vectores X [«&] 
y |Xa) í>] son colinea les. 

Como los vectores X(oí>) y ((Xa)f>] tienen igual módulo y son 
colineales, éstos o bien son iguales, o bien son opuestos entre sí, 
es decir, o ¡(Xa) = X ia6| o [(Xa)S) = — X|aft], Queda por resolver 
cuál de éstas dos posibilidades se verifica. Tenemos que examinar 
dos casos, cuando X > 0 y cuando X < 0. 

Supongamos que X> 0; entonces, los vectores Xa y a tienen 
una misma dirección. En este caso, por la regla de la mano derecha, 
los vectores ((Xa)ft) y \ab\ tienen la misma dirección; pero, si 
X > 0, el vector X(aft] tiene la misma dirección que el vector (aft). 
Por consiguiente, el vector j(Xa)í>] tiene la misma dirección que 
el vector X[nfr] y, por lo tanto. ((Xa) 6] = X (a&j. Supongamos que 
X < 0; entonces, los vectores Xa y a tienen direcciones opuestas. 
En este caso, por la regla de la mano derecha, el vector ((Xa) b\ 
tiene dirección opuesta al vector |aí>]; pero, si X<0, el vector 
X(aí>] tiene dirección opuesta al vector (aft], Por consiguiente, los 
vectores |(Xa)6| y X [ai») tienen la misma dirección y, por lo tanto, 
((Xa)í>] = X[aft). Vemos, pues, que esta relación siempre se verifica. 



3. Propiedad distributiva respecto a la suma: 

(a(ft + c)l = (aft] + (ac] (6) 

y [(& + c)a]=(¿a)+(ca). (7) 

Demostración. La fórmula (7) se reduce a la fórmula (6) 
mediante una permutación de factores en sus dos miembros. De este 
modo, es suficiente demostrar la fórmula (6). Obsérvese que si 
a —0, la fórmula (6) es válida. En adelante se supondrá que 0, 
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Examinemos, primero, el caso particular en que el primer vector 
es unitario y los.otros dos son perpendiculares al mismo. 

Traslademos los tres vectores a un origen común 0. Designemos 
el primer vector (unitario) mediante q„; sean OB y OCJos otros dos 
vectores (perpendiculares a a B ), OD, su suma: ÓD=OB + OC 
íig. 99). Hagamos las notaciones: 

OB* — [a 0 OB|, OC*=|a 0 ÓC], ÓD*^[a B OD)= [a 0 (ÓB + 5cjj. 

Por las dos primeras condiciones de la definición del producto 
vectorial, se tiene: 

1) |SB*t = llOoOñ)M«ol \OB\ sen 90° = |ÓB|. 

2) ÓB*_La 0 . Gfl*J.0S. 

De esto se deduce que el vector OB * se puede obtener girando 
el vector OB alrededor del vector a„ en un ángulo de 90°. Además, 
por la tercera condición, esta rotación se verá desde el extremo 
del vector a„ en dirección contraria a_¡£ de jas agujas de un reloj. 
Análogamente, girando los vectores OC y OD alrededor del vec¬ 
tor a n en un ángulo de 90° y en la misma dirección, se obtienen los 
vectores OC* y 0D‘. Asi pues, toda la figura OB*D*C* se obtiene 
mediante una rotación del paralelogramo OBDC-, por consiguiente, 
Oñ*Z)*C* es un paralelogramo. De esto se deduce que OB* = 0S*-f- 
+ 5C\ o sea, 

[a 0 ÓD] = [a„ÓB]-HfloÓC]. (8) 

Esta es la igualdad (6) para el caso particular considerado. Sea a hora 
a un vector cualquiera, perpendicular a los vectores OB y OC. 
Designemos mediante a„ el vector unitario que tiene la misma 
dirección que el vector a; se tiene, a = |a|a„. Multipliquemos los 
dos miembros de la igualdad (8) por el número |a| y sustituyamos 
|a|a 0 por a; obtenemos: 

[aOD] = [aOB] + [aOC]. (9) 

Consideremos, por fin. el caso en que los vectores a, b, c estén 
situados arbitrariamente. Supongamos que tienen un origen común O. 
Tracemos por los extremos de los vectores b, c y b + c rectas para¬ 
lelas al vector a. Tracemos, después, por el punto O, un plano 
perpendicular a estas rectas; supongamos que éste se corta con los 
mismos en los puntos B, C y D, respectivamente (fig. 100). 

Consideremos los productos vectoriales (a&J y [aOBJ; es fácil 
de comprender que estos representan un mismo vector. En efecto, 
en primer lugar, el módulo del vector [aft] es igual al módulo del 
vector [a OB), puesto que el área del paralelogramo construido sobre 
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los vectores a y b es igual al área del rectángulo construido sobre 
los vectores a y OB; en segundo lugar, los vectores [ab] y [aOB] 
son colineales, puesto que los dos son perpendiculares a un mismo 
plano (precisamente al plano en el que están situados los vectores 



a. b y OB); por último, de acuerdo a la regla de la mano derecha, 
los vectores (aé] y (oOB] tienen una misma dirección. Asi pues, 
(oOF| = [flí>J. 

Análogamente, 

[aOC] = [ac], \aÓD] = [a(b + c)]. 

Sustituyendo estas expresiones en la igualdad (9) obtenemos: 

[a(b + c)] = [aft] + (ac], 
que es lo que se quería demostrar. 

172. La última de las propiedades algebraicas demostradas da 
la posibilidad de etectuar el producto de polinomios vectoriales 
miembro a miembro. La segunda propiedad permite agrupar los 
coeficientes numéricos de los factores vectoriales. Por ejemplo, 
\(2a+ 5b) (3c + 4tf)| = \(2a+5b) <3c)] + [(2a + 5b) (id)) = 

= [(2a) (3c)] + ((5ft) (3c)] + [(2a) (id)] + [(5ft) (4rf)j = 

= 6 (ac] + 15 \bc\ + 8 [ad] + 20 (bd). 

Hay que tener siempre presente que. en el producto vectorial, el 
orden de los factores es esencial. Según la primera propie¬ 
dad (n°17l), al per mular los factores en el producto vectorial es 
necesario poner delante el signo menos. 
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Not a. Como se ha establecido en el n°169, el producto vecto¬ 
rial de vectores col inea les es igual a cero, En particular, es igual 
a cero el producto de factores iguales: [aa] — 0. Por eso, en el 
cálculo vectorial no se usa el concepto de cuadrado vectorial. 


§ 56. Expresión del producto vectorial mediante las coordenadas 
de los vectores que se multiplican 

173. El teorema siguiente da la posibilidad de calcular el producto 
escalar de dos vectores conociendo sus coordenadas, o sea, conociendo 
sus proyecciones sobre los ejes de un sistema cartesiano rectangular 
de coordenadas. 

Teorema 21. Si los vectores a y b se dan mediante sus coor¬ 
denadas: 

a-{X,; ZJ, &={X 2 ; Y t \ Z 2 }, 


el producto vectorial del vector a por el vector b se determina por 
la fórmula 


m ={ 


Y, Z x 
Y 2 


*1 Zi 


X, Y, 

x 2 z 4 

1 

x 2 r 2 


( 1 ) 


Demostración. Escribamos, ante todo, la tabla de ios pro¬ 
ductos vectoriales de los vectores básicos. Según la nota hecha al 
final del n° 172, [//] = 0, [y/] = 0, [**] = 0. Consideremos ahora 
el producto vectorial [tj]. El módulo del vector [ij] es igual al 
área del paralelogramo construido sobre los vectores / y j (véase 
n° 169, propiedad 3). Este paralelogramo representa un cuadrado 
de lado igual a la unidad, por consiguiente, su área es igual a la 
unidad. Así pues, [ij] es un vector unitario. Teniendo en cuenta 
que el vector [Ij] tiene que ser perpendicular a los vectores i y j 
y que tiene que estar dirigido de acuerdo a la regla de la mano 
derecha, es fácil comprender que éste coincide con el tercer vector 
básico fe, o sea, [ij) = k. Razonando de modo semejante, obtenemos 
las igualdades: í/*] = /, [fti] =J. Queda por expresar [ji], [kj\, (/ft); 
pero (/íj— — [VI. [*/J =-[/*]. [»]=-[«]; Por consiguiente, 

jl]=-k, [kj] = - i [i*] = —y. Así pues, la tabla de multiplicar 

>uscada es: 


(»]=o, [//}=*, [»*]=-/] 

[jl]= -k, [yy]=0, [jk] =•/, 

m=j, m=-i , [**j =o. , 


(2) 

Descompongamos los vectores a y & en la base í, ¿ 

i, *: 


a. — X t i + V j/-f- Zjft, ^ 

¿> = X 2 i + YJ+ZJt ) 


(3) 
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(véase el teorema 19; n° 157). En virtud de las propiedades alge¬ 
braicas del producto vectorial establecidas en el n° 171, para calcular 
[ab] se pueden multiplicar miembro a miembro las igualdades (3): 
[fl&] = X,X 2 [í¿] + X t Y, [IJ] + X¡Z¡ [<*] + 

+ Yx*t ( Jt) + VV, I//) + YJ, [jk] + 

+Z.X, [*<] + Z,y, [kj] + Z,Z 2 \kk). 

Utilizando la tabla de multiplicar (2) de los vectores básicos, ha¬ 
llamos: 


[ab\ = (V.Z, - Y¡Z,) i - (X,Z S - X'ZJJ+tXtY, - X t YJ k. 


o sea, 


!«»]> 


iy, z, 


\Yt*t 


i- 


k. 


( 4 ) 


I*. Z A, . | X » Yi 
\x 3 zJ-'+Jx, y,. 

Hemos obtenido la descomposición del vector [ab] en la base i,j, k\ 
los coeficientes de esta descomposición representan las coordenadas 
del vector [oé]. Asi pues, 



que es lo que se quería demostrar. 

Nota. Para facilidad en el empleo de la fórmula (1) es con¬ 
veniente escribir previamente las coordenadas de los vectores dados 
en forma de una tabla: 


/x, y, z,\ 

U. Yf ZJ ' 


Eliminando la primera columna, después, la segunda y, por último, 
la tercera, obtenemos sucesivamente tres determinantes de segundo 
orden; calculándolos y tomando el segundo con el signo menos, 
obtenemos las tres coordenadas del producto vectorial \ab\. 

Obsérvese también que la fórmula (4) (que es equivalente a la 
fórmula (1)), se puede escribir del modo siguiente: 


(«*) = 


i j k 

x, y, z, 
* 3 v t z. 


( 5 ) 


En efecto, desarrollando este determinante por los elementos de 
la primera fila, se obtiene la misma expresión que figura en el 
segundo miembro de la fórmula (4). 


174. Ejemplo I. Dados los vectores a = {2; 5; 7) y 6 = {I; 2; 4), hallar 
las coordenadas del producto vectorial \ab\. 

Solución. De acuerdo a la nota dada al final del n J anterior, escribimos 
la tabla 
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Eliminando sucesivamente las columnas de esta tabla, se obtienen tres determi¬ 
nantes de segundo orden; calculándolos y tomando el segundo con el signo me¬ 
nos; se obtienen las proyecciones buscadas 

|ab) = {6; -1; -1}. 

Ejemplo 2. En el espacio se dan tres puntos: <4 (1: 1; 1). B (2; 2; 2) 
y C(4; 3; o). Hallar el área del triángulo <4BG. 

Solución. Consideremos los vectores ~ÁB y ~AC. Pe acuerdo al n° 169 
(propiedad 3), el módulo del producto vectorial [<4B AC\ es igual al área del 
paralelogramo construido sobre los vectores <4¿J y <4 C. Pero' el área buscada 
S a del triángulo ABC es igual a la mitad del área de este paralelogramo; por 
consiguiente, 

^= 4 - 11*0 -XIV 


Queda por calcular el segundo miembro de esta igualdad. 

En primer lugar, aplicando el teorema 15 (n ¿ 135), hallamos las coordenadas 
de los vectores AB y ^C: 

Ü5-{I; 1; 1}, ¿C = {3; 2; 4>. 


De aquí que | AB AC] = {2\ -1; -1} y II^B <4C)| = y'‘2»-H* + t 1 “V'"3. 
Por lo tanto, S¿ = -4 


§ 57. El producto mixto de tres vectores 

175. Sean dados tres vectores cualesquiera a, b y c; suponga¬ 
mos que se ha multiplicado vectorialmente a por b y que 
el vector obtenido iaft] se ha multiplicado escalarmente por 
el vector c, de esta manera, queda determinado el número 
[ ab\c , denominado producto vectorial-escalar o producto mixto de 
los tres vectores a, b, C (emplearemos la última denominación, 
puesto que es más abreviada). En los párrafos inmediatos se es¬ 
tudian las propiedades fundamentales del producto mixto y se 
expone una serie de problemas en los que el producto mixto tiene 
aplicaciones importantes. 

176. Diremos que los vectores a, b, c son coplanares, si están 
situados en un plano o en pianos paralelos. Como los vectores 
geométricos son vectores libres, en el caso de vectores coplanares 
siempre se les puede trasladar paralelamente a un plano. En par¬ 
ticular, si los vectores coplanares tienen un origen común, estarán 
situados en un plano. 

177. Si, además de darse tres vectores, se ha establecido cuál 
es el primero, cuál el segundo y cuál el tercero, se dirá que se 
ha dado una terna ordenada de vectores; por cierto, ulterior¬ 
mente se omitirá el adjetivo y se dirá simplemente: terna de vec¬ 
tores. En eí texto, la terna de vectores se escribirá en el orden 
de su numeración; por ejemplo, si está escrito; o, b, c se enten¬ 
derá que a es el primer vector, b, el segundo y c, el tercero; si 
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está escrito; b, c, a se entenderá que b es el primer vector, c, el 
segundo y a, el tercero. 

178. Una terna de vectores no coplanares se llama de mano 
derecha, si los vectores que la componen, al tener un origen común, 
se sitúan, en el orden de su numeración, de un modo semejante 
al de los dedos pulgar, índice y cordial de la mano derecha. Con 
mayor precisión: una terna de vectores no coplanares se llama de 
mano derecha, si su tercer vector está situado, con relación al 
plano de los primeros dos vectores, en el mismo lado en que se 
sitúa el dedo cordial de la mano derecha, si el dedo pulgar lleva 
la dirección del primer vector de la terna y el dedo índice, la 
dirección del segundo vector. 

Una terna de vectores no coplanares se llama de mano izquierda, 
si los vectores que la forman, al tener un origen común, se sitúan 
en el orden de su numeración de un modo semejante al de los 
dedos pulgar, índice y cordial de la mano izquierda. 

Las ternas de vectores coplanares no son ni de mano derecha, 
ni de mano izquierda. 

179. Sean dados unos vectores no coplanares, a, b, c- Nume¬ 
rándolos de todos los modos posibles se obtienen seis ternas: a, 
b, c; b, c, a; c, a, b; b, a, c; a, c. b; c. b. a. Examinando 
detenidamente un modelo (que fácilmente se puede construir con 
alambre) podemos convencernos de que entre las seis ternas indicadas, 
hay tres de mano derecha y tres de mano izquierda. Las ternas 

a, b. c; b, c, a; c, a, b 

son de una misma orientación, o sea, o todas son de mano de¬ 
recha, o todas son de mano izquierda; las ternas 

b, a, c; a, c, b; c, b, a 


son de otra orientación*). 

180. El siguiente teorema fundamental expresa el significado 
geométrico del producto mixto: 

Teorema 22. El producto mixto [aft] c es igual al volumen 
del paralelepípedo construido sobre los vectores a, b, c, tomado con 
signo más, si la terna a. b. c es de mano derecha, y con signo 
menos, si esta terna es de mano izquierda. Si los vectores a, b, C 
son coplanares, [a6]c = 0. 


*) Se puede indicar también otro método para distinguir las ternas. Figu¬ 
rémonos, que nos encontramos dentro dei ángulo sólido de la terna de vectores 
dada. Entonces, si la rotación del primer vector al segundo, de! segundo ai 
tercero y del tercero al primero se ve en. di rece I ó n contraria a la 
de las agujas de un reloj, la terna dada es de mano derecha, si se ve 
en la dirección de las agujas de un reloj, la terna es de mano 
Izquierda. 
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Demostración. Supongamos, primero, que los vectores a 
y b no son co linea les. Designemos con la letra S el área det 
paralelogramo construido sobre los vectores a, b y con la letra e, 
el vector unitario definido como en el n° 170. Según la fórmula (2), 
n° 170, se tiene: 

[a*] = Se. 

De aquí que 

[aí»]c = S(cc) = S|e|pr,c = Spr í c.. (1) 

Pero, pr,c = ±/i, en donde h es la altura del paralelepípedo cons¬ 
truido sobre los vectores a, b, c, si por base se toma el paralelo- 
gramo construido sobre los vectores a, b (fig. 101) Por lo tanto, 



designando con la letra V el volumen del paralelepípedo y teniendo 
en cuenta que hS = V, de la igualdad (1) hallamos; 

[aft)c=±V. (2) 

Vamos a determinar ahora en qué casos se toma aquí el signo 
más y en qué casos el signo menos. Hagamos notar con este fin 
que pr,c= +h, si el vector c está situado en el mismo lado res¬ 
pecto al plano de los vectores a, b, en el que está situado el 
vector e, es decir, si la terna a, b, c es de la misma orientación 
que la terna a, b, e (véase el n° 178); pr,c=— h, st los vecto¬ 
res c y e están situados a diversos lados respecto al plano de los 
vectores a, b, es decir, si las ternas a, b, c y a, b, e son de 
orientación distinta. Pero, por la definición del vector e (véase 
n° 170), la terna a, b. e, es de mano derecha. Por consiguiente, 
en la fórmula (2) se toma el signo más, si la terna a, b, c es de 
mano derecha, y el signo menos, si es de mano izquierda. Si el 
vector C está situado en el plano de los vectores a, b, es decir, 
si ios vectores a, b. c son coplanares, pr c = 0 y, como se ve de 
la igualdad (1), [oé]c = 0. De este modo, todo lo que afirmaba 
el teorema queda demostrado, pero con la condición de que los 
vectores a, b no sean colineales. Queda por estudiar el caso en 
que los vectores a, b son colineales. En este caso, [a&] = 0 
y, por consiguiente, (a6]c = 0, lo cual también está en concor¬ 
dancia con el enunciado del teorema, puesto que, si los vectores 
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a y b son colineales. los tres vectores a, b, c son coplanares. 
El teorema queda demostrado. 

181. Del teorema 22 fácilmente se deduce la siguiente identidad: 

[ab]c = a[bc]. (3) 

Demostración. Como en el producto escalar se pueden 
permutar los factores, se tiene: 

a [bc\ =■ [be] a. (4) 

Por el teorema 22, resulta: 

( ab]c = ±V, [bc]a = ±V. (5) 

Según el n° 179, las ternas a. b, c y b, c, a son de una 
misma orientación; por eso, y por el teorema 22, en los segundos 
miembros de las igualdades (5) se tiene que tomar un mismo 
signo. Por lo tanto, de las igualdades (5), se tiene: 

[ab]c = [bc]a. 

De aquí y por la igualdad (4), 

[ab]c = a[bc], 
que es lo que se afirmaba. 

182. A continuación los productos mixtos [ab]c y a[bc] se 
representarán por la notación más simple: abe Aunque no está 
indicado qué vectores se multiplican vectorialmente, no habrá 
ningún motivo de equivocación, puesto que ( ab]c*=a\bc ]. 

183. Subrayemos que del teorema 22 se deduce inmediatamente 
la siguiente afirmación: 

El producto mixto de los vectores a, b, c es igual a cero, cuando, 
y sólo cuando, los vectores a, b, c son coplanares. 

En efecto, que abe — 0, cuando los vectores a, b, c son co¬ 
planares. se afirma en el teorema 22. Que abc = 0 sólo cuando 
los vectores a, b, c son coplanares, se deduce de este mismo 
teorema; precisamente, si los vectores a, b, c no son coplanares, 
el volumen del paralelepípedo construido sobre estos vectores es 
diferente de cero y, por consiguiente, abe #0. Esta misma prooo- 
sición se puede enunciar también asi: 

Condición necesaria y suficiente para que tres vectores a, b y C 
sean coplanares es la igualdad a cero de su producto mixto: abe ■■= 0. 

§ 58. Expresión del producto mixto mediante las coordenadas 
de los vectores que se multiplican 

184. Teorema 23. Si los vectores a, b, c se han dado me¬ 
diante sus coordenadas: 

= Y¿ Z x \, ft = {X,; Y¿ Z t ), C=(X 3 ; y 8 ; Z 3 ), 
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su producto mixto abe se determina por la fórmula 

| *i Y í Z l 
abc = jX. Y 3 Z ; . 

|x, y 3 z 3 • 

Demostración. Se tiene, a&c = [aft]c. Por el teorema 21 
(n° 173). 



Hallando el producto escalar de este vector por el vector c = {X a ; 
y 3 ; Z 3 } y aplicando el teorema 20 (n° 164), obtenemos: 

, Z,| „ *. Zi 

*z»\ 3 *. z * 

X, y, z, 

- x, y 4 z 3 . 
x, y 3 z 8 

que es lo que se quería demostrar. 

Ejemplo. Dados cuatro puntos en el espacio: 4(1; I; 1). ñ (4; 4; 4), 
C(3; 5; 5), D (2: 4; 7), hallar el volumen del tetraedro ABCD. 

Solución. Como se sabe por la geometría elemental, el volumen V r del 
tetraedro ABCD es igual a una sexta parte del paralelepípedo construido sobre 
los vectores AB, AC y AD; de aquí y del teorema 22, se deduce que V T es igual 
a una sexta parte del valor absoluto del producto mixto ABACAD. Queda 
por calcular este producto mixto. Ante todo, hallamos las coordenadas de los 
vectores AB, AU, AD. Por el teorema 15, n° 135, se tiene: AB = ¡3; 3; 3}, 

4ÜH2: 1: «l. AD = {l; * 6 I- 

Aplicando ahora el teorema 23, obtenemos: 

3 3 3 

AB AC AD^ 2 4 4 =18. 

1 3 6 

De aqu! que V r =3. 

185. Según el n° 183, la condición necesaria y suficiente para 
que tres vectores sean coplanares es que su producto mixto sea igual 
a cero. 

De esto y del teorema 23 se deduce que: si los vectores a, b, 
C están dados por sus coordenadas: 

o = {X t ; y,; Z,}, b = ¡X,; Y¿. Z % \, c={X„; y a ; Z 3 ), 


y 

abe = [afe] c = y 
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la condición necesaria y suficiente para que estos vectores sean co- 
plañeres es que se cumpla la igualdad 


es decir, que 
mado por las 


*. Y x Z , 
X. K s Z, 
A-, r, z 3 


O, 


sea igual a cero el determinante de tercer orden for- 
coordenadas de los vectores a, b, c. 



11 . 


ECUACION DE UNA SUPERFICIE Y ECUACIONES 
DE UNA LINEA 


§ 59. Ecuación de una superficie 

186. Como se sabe, algunos problemas elementales sobre las 
superficies (plano, esfera, cilindro circular, cono circular) se estu¬ 
dian fácilmente con los medios de la geometría analítica. Pero el 
problema general del estudio d,e la inmensa variedad de superficies 
que aparecen en diferentes problemas de las mismas matemáticas 
y de sus aplicaciones, demanda métodos más perfectos del álgebra 
y del análisis. La aplicación de Iqs métodos del álgebra y del 
análisis se basa en un procedimiento uniforme de expresión de 
las superficies, según el cual, éstas se dan mediante ecuaciones. 

187. Sean x, y, z cantidades arbitrarias variables. Esto significa 
que los símbolos x, y, z denotan números (reales) cualesquiera. La 
relación F (x, y, z) = 0, en donde F(x, y, z) denota una expresión 
que contiene .y, y, a.'se llama ecuación de tres variables x, y, z, 
si F(x, y, z) = 0 representa una igualdad que no siempre se veri¬ 
fica, o sea, que no se verifica para cualquier terna de números 
x, y, z. 

Se dice que tres números x = x u , i/■={/„. z = z„ satisfacen 
a una ecuación dada de tres variables, si al sustituirlos en esta 
ecuación en lugar de las variables, ésta se convierte en una igual¬ 
dad auténtica. Si F(x, y, z) = 0 es una identidad, a ésta satisfa¬ 
cen todos los números x, y, z, cualesquiera que éstos sean. 

188. La noción más importante de la geometría analítica del 
espacio es la de la ecuación de una superficie. Ahora 
explicaremos qué es lo que se entiende por esto. 

Sea dada alguna superficie en el espacio y supongamos que se 
ha elegido un sistema de coordenadas. 

Una ecuación de tres variables se llama ecuación de una super- 
ficie dada (en el sistema de coordenadas elegido), si a esta ecua¬ 
ción satisfacen las coordenadas de cada punto situado en esta super¬ 
ficie y no satisfacen las de ningún punto situado fuera de ella. 
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Por lo tanto, si se conoce la ecuación de una superficie, entonces, 
para cada punto dei espacio se puede resolver el problema: ¿está 
este punto situado en esta superficie o no lo está? Para esto es 
suficiente sustituir en la ecuación las coordenadas variables por 
las del punto analizado; si estas coordenadas satisfacen a la ecua¬ 
ción, el punto está situado en la superficie, de lo contrario, no 
lo está. 

Los métodos de la geometría analítica del espacio están fun¬ 
damentados en la definición dada; su esencia estriba en que las 
superficies consideradas se estudian mediante un análisis de sus 
ecuaciones. Por eso, si la superficie se ha definido geométrica¬ 
mente, su estudio se empieza con la deducción de su ecuación. 
Pero, en muchos problemas, la ecuación de la superficie desempeña 
un papel primordial y la misma superficie se considera como algo 
secundario. Mejor dicho, frecuentemente se da previamente una 
ecuación y, por consiguiente, queda definida una superficie. 

189. Si se ha dado una ecuación y se quiere contestar a la 
pregunta: ¿«cuál es la superficie que ella determina»? (¿«cuál es 
la superficie dada por la ecuación»?), resulta cómodo utilizar la 
siguiente definición: 

La superficie determinada por la ecuación dada (en un sistema 
de coordenadas) es el lugar geométrico de puntos cuyas coordenadas 
satisfacen a esta ecuación. 

Nota, Si M (x; y, z) es el punto variable de la superficie, 
x, y, z se llaman coordenadas variables. 

190. Ejemplo. La ecuación 

(x— ct)* + (4í— p)« + ( z _ y)« = r s (1) 

determina en coordenadas cartesianas rectangulares una esfera, cuyo 
centro está situado en el punto C (a; p; y) y cuyo radio es igual a r. 

En efecto, si M (.*; y, z ) es un punto arbitrario, se tiene, 
V(x— a)*+ (y— p)3 + (z— y)* = CM. De esto queda claro que 
a la ecuación (1) satisfacen las coordenadas de los puntos, y sólo 
de los puntos, que están a la distancia r del punto C. Por consi¬ 
guiente, el lugar geométrico de los puntos cuyas coordenadas 
satisfacen a esta ecuación, es una esfera de centro C (a; P; y) y de 
radio r. 

§ 60. Ecuaciones de una línea. Ef problema de la intersección 
de tres superficies 

191. En geometría analítica del espacio, cada linea se consi¬ 
dera como la intersección de dos superficies y, por consiguiente, 
se determina por dos ecuaciones, 

Si F (x, y , z) = 0 y y, z)==0son las ecuaciones de dos 

superficies que se cortan por una línea L, ésta es el lugar geomé- 
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trico de los puntos comunes de las superficies, es decir, de los 
puntos cuyas coordenadas satisfacen simultáneamente a la ecuación 
F(x, y, z) = 0 y a la ecuación <P(x, y,-z) = 0. 

Asi pues, dos ecuaciones simultáneas 

F(x, y . z)=0, \ 

«P (-x, y, z) = 0 j 

determinan la linea L. 

Por ejemplo, las ecuaciones simultáneas 

(*-l)>+to-2)*+(*-3)‘=14, 1 

** + »*-M , *=l / 

determinan conjunlamente una circunferencia (como la intersección de dos 
esteras). 

192. Si F{x, y. z) = 0, O (jf, y, z) = 0, V (x-, y, z) = 0 son las 
ecuaciones de tres superficies, cada solución simultánea del sistema 

F(x, y, z) = 0, \ 

®(*. y, z) = 0, 

V(x, y, z) = 0 J 

proporciona las coordenadas de un punto común de estas super¬ 
ficies. Por lo tanto, el problema geométrico de hallar los puntos 
de intersección de tres superficies es equivalente al problema alge¬ 
braico de resolución simultánea de un sistema de tres ecuaciones con 
tres incógnitas. 

Ejemplo. Hallar los puntos de intersección de tres superlicies si se sabe 
que la primera es una esfera con centro en (—1; —1; 0) de radio 5, ia secunda, 
una esfera con centro en (1; 1; 3) de radio 4, y la tercera, un plano paralelo al 
plano Oxy, situado en el semiespacio superior a la distancia de tres unidades del 
plano Oxy. 

Solución. El problema se reduce a la resolución simultánea de tres ecua¬ 
ciones 

(x+l)* + (H-l)*+j* = 25. 

(*—!)*+(»—!)’+(*—3)* *=16. 

a=3. 

Poniendo en las dos primeras ecuaciones r = 3 y abriendo paréntesis, se tiene: 
x4+y*+2x+2y=14, 
x» + y J — 2x— 2y=14. 

De aquí que x+y= 0, x'+y*" 14¿ por lo tánto. x= ±Y~1. y= —x. Asi pues, 
oblenemos dos puntos: (Y 7; —Y 7; 3) y (— V?; Y 7: 3). 

§ 81. Ecuación de una superficie cilindrica de generatrices 
paralelas a uno de los ejes coordenados 

193. Vamos a estudiar, en particular, la ecuación de la forma 
F(x. y) = 0. Una de las particularidades de esta ecuación es que 
en ella no figura la variable z. Esto significa que la ecuación dada 
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relaciona solamente las dos primeras coordenadas, la tercera coor¬ 
denada puede tomar cualquier valor. 

Vamos a demostrar que una ecuación de esta forma determina 
una superficie cilindrica con generatrices paralelas al efe Oz. 

Designemos con la letra S la superficie determinada por una 
ecuación de la forma F{x, y) = 0. Sea M„(.í 0 ; y„\ z„) un punto 
arbitrario de la superficie S. Como el punto M 0 está situado en 
la superficie S, los números x a , y 0 , z 0 satisfacen a la ecuación 



i (x, tf)=0; pero, entonces, los números .r„, y„, z, en donde z es 
un número cualquiera, también satisfacen a esta ecuación, puesto 
que F(x, y) no depende de z. Por consiguiente, para cualquier 
z el punto AÍ(a-„; y 0 ; z) está situado en la superficie S (fig. 102). 
Esto significa que en la superficie S está situada la recta que 
pasa por el punto M„ y es paralela al eje Oz. Por lo tanto, la 
superficie S está formada por rectas paralelas al eje Oz, o sea, es 
una superficie cilindrica y está situada tal y como afirmábamos. 

Señalemos que en e 1 plano Oxy, en el sistema de coordenadas 
dado por los ejes Ox y Oy, la ecuación F(x, y) = 0 determina una 
línea, precisamente, la directriz dei cilindro considerado. Pero 
esta misma línea en el sistema coordenado del espacio tiene 
que ser dada por dos ecuaciones: 

F(x, y)= 0, 1 

z = 0. / 

Ejemplo. En el sistema coordenado del espacio, la ecuación x , +y' t = r * 
determina un cilindro circular; la directriz de este cilindro (uña circuníerencia) 1 . 
que está Situada en e) plano Oxy se determina por dos ecuaciones: 

,» + 1 

z = 0. | 
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194. Por analogía con lo anterior, es fácil comprender que la 
ecuación F(x, z) = 0 (en el espacio) determina una superficie 
cilindrica cuyas generatrices son paralelas al eje Oy\ la ecuación 
P(y> a) = 0 determina una superficie cilindrica cuyas generatrices 
son paralelas al eje Ox. 

195. Consideremos una línea L en el espacio, determinada por 
las ecuaciones 

F(x, y, z) = 0, \ 

(*, y, z) = 0. I 
Sea 

V (*.!/)■= 0 ( 2 ) 

la ecuación obtenida del sistema (1), después de haber eliminado la 
variable z. Esto significa que: 

1) la ecuación ( 2 ) es consecuencia del sistema (1), es de¬ 
cir, que cada ves que tres números x, y, z satisfacen a las dos 
ecuaciones del sistema (l), los dos primeros números satisfacen a 
la ecuación (2); 

2) Si dos números, x. y, satisfacen a la ecuación (2). existe un 
tercer número z tal, que los tres números x, y, z satisfacen a las 
dos ecuaciones del sistema (1). 

De acuerdo a lo dicho en el n° 193, la ecuación (2) determina 
una superficie cilindrica con las generatrices paralelas al eje Oz. 
Como consecuencia de la primera de las propiedades señaladas de 
la ecuación (2), cada punto de la linea L está situado en la 
superficie cilindrica, es decir, esta superficie pasa por la línea L. 
Por último, como consecuencia de la segunda propiedad, cada 
generatriz de esta superficie pasa por un punto de la linea L. De 
todo lo dicho, llegamos a la conclusión de que la superficie deter¬ 
minada por la ecuación Y (x, y)— 0 está formada por rectas que 
proyectan ios puntos de la línea L sobre el plano Oxy. en virtud 
de esto, se dice que ésta es una superficie cilindrica que proyecta 
la linea L sobre el plano Oxy (o simplemente, «cilindro proyectan te»). 

La proyección de la linea L sobre el plano Oxy se determina 
por las dos ecuaciones 

V(*. «/)-<>. 1 

z = 0. | 


De modo análogo, eliminando en el sistema (1) la variable x 
o la variable y se puede obtener la proyección de la línea L sobre 
el plano Oyz o sobre el plano Oxz. 


Ejemplo. Dada una circunferencia por la intersección de dos esferas, 
*■+*•+**-1. I 
**-Hli-l)*+<z-l)>=l, f 
hallar su proyección sobre el plano Oxy. 


(3) 
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Solución. S& necesita hallar la ecuación del cilindro que proyecta la 
clrcunierencia dada sobre el plano Oty. Para esto hay que eliminar a entre las 
ecuaciones (3). Restando la segunda de las ecuaciones del sistema (3) de la pri¬ 
mera, obtenemos: 

¥+*«1. (4) 

do donde a = l— y. Sustituyendo a por la expresión I —y, en cualquiera de las 
ecuaciones dadas, hallamos:' 

*>+2ys—2y=0. (5) 

siendo éste el resultado que buscábamos de la eliminación de a en el sistema (3). 

En electo, la ecuación (5) es consecuencia de las ecuaciones (3). Además, si 
rej satisfacen a la ecuación (5). de la primera de las ecuaciones (3) resulta 

r=± Y l-x*—y«-± V 1 + 2 $/*— 2 y —p 3 = ± ( 1 —y); 
de la segunda ecuación del sistema (3) se tiene 

a—1=*± V l-x*-(!|-l>* = ± /1 -r 2¡f‘ — 1 y—y‘-\- 2 y— 1 = ± y. 

Por lo tanto, si dos números, x e y. satisfacen a la ecuación (5), existe un 
tercer número a, precisamente a=l — y tal, que los tres números x, y, a satis¬ 
facen a ambas ecuaciones del sistema (3), 

Vemos pues, que las dos condiciones (véase este mismo número más arriba) 
a las cuales debe satisfacer el resultado de la eliminación de a en el sis- 
lema (3), se cumplen para las ecuaciones (5). De acuerdo a lo dicho anterior¬ 
mente, la ecuación (5) determina un cilindro que proyecta la clrcunierencia dada 
sobre el plano Oxy. La misma proyección se da por las dos ecuaciones 
nP+ty—2y-o, i 
a = 0. / 

Como la primera ecuación se reduce a la iorma 

y t 

la proyección hallada es una elipse de semiejes , í — ~. 


§ 62. Superficies algebraicas 

196. El objeto principa! de la geometría analítica del espacio 
es el estudio de las superficies determinadas por ecuaciones 
algebraicas respecto a las coordenadas cartesianas rectangu¬ 
lares. Estas son ecuaciones de la forma: 

Ax+ By + Cz+ D=0-, (1) 

Ax*+ By*+Cz'-+2Dxy+ 2£.vz-f 2Fyz + 2Gx~ 2 Hy + 

+ 2Kz + L = 0; (2) 


Aquí <4. 6, C, D, E, etc., son números determinados; éstos se 
llaman coeficientes de las ecuaciones indicadas. 

La ecuación (1) se llama ecuación general de primer grado (los 
valores numéricos de sus coeficientes pueden ser cualesquiera, pero 
con la condición de que esta ecuación contenga realmente términos 
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de primer grado, es decir, que se excluye la anulación simultánea 
de A, B, C); la ecuación (2) se llama ecuación general de segundo 
grado (los valores numéricos de sus coeficientes pueden ser cuales¬ 
quiera, pero con la condición de que esta ecuación contenga real¬ 
mente términos de segundo grado, es decir, que se excluye el caso, 
en que sean simultáneamente nulos los seis coeficientes A, B, C, 
D, E, F). Una forma análoga tienen las ecuaciones de tercero, 
cuarto grado, etc. 

La superficie que en algún sistema de coordenadas cartesiano 
rectangulares se determina por una ecuación algebraica de grado n 
se ¡lama superficie algebraica de n—ésimo orden. 

Se puedo demostrar que la superficie que en algún sistema cartesiano de 
coordenadas rectangulares se determina por una ecuación algebraica de grado n, 
se determina también por una ecuación algebraica del mismo grado n en 
cualquier otro sistema dé coordenadas semejantes. La demostración se electúa tal 
y como se demostraba en el teorema 8 del n" 49, y se basa en las fórmulas 
de transformación de las coordenadas cartesianas rectangulares en el espacio. 

197. La teoría general de las superficies algebraicas es objeto 
de trabajos especiales de geometría analítica. En este libro se estu¬ 
dian solamente las superficies de primero y segunda orden. 




12 . 


EL PLANO COMO SUPERFICIE DE PRIMER ORDEN. 
ECUACIONES DE LA RECTA 


§ 63. El plano como superficie de primer orden 

En los párrafos inmediatos se establece que las superficies de 
primer orden son planos, y solamente planos, examinándose 
diferentes formas de escritura para las ecuaciones de los mismos. 

198. Teorema 24. Cada plano se determina, en coordenadas 
cartesianas, por una ecuación de primer grado. 

Demostración. Suponiendo dado un sistema de coordena¬ 
das cartesiano rectangular, consideremos un plano arbitrario a y 
demostremos que este plano se determina por una ecuación de 
primer grado. Tomemos en el plano « un punto A4 0 (x„; y 0 \ z 0 ); 
elijamos, además, un vector cualquiera (diferente de cero) que sea 
perpendicular al plano a. Designemos el vector elegido con 
la letra n, sus proyecciones sobre los ejes coordenados, con las 
letras A, B, C. Sea Af (.vr, y, a) un punto arbitrario. Este punto 
está situado en el plano a cuando, y sólo cuando, el vector 
es perpendicular al vector n, o sea, que el punto M situado 
en el plano a se caracterizan por la condición 

Para obtener la ecuación del plano a hav que expresar esta 
condición en coordenadas . v, y, z. Escribamos con este fin las 
coordenadas de los vectores M 0 M y n: 

MqM = j.v—x 0 ; y—y 0 -, z—z 0 ), 
n={A\ B, Cj. 

De acuerdo al n° 165, el criterio de perpendicularidad de dos 
vectores es la igualdad a cero de su producto escalar, o sea, de 
la suma de los productos de las coordenadas correspondientes de 
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estos vectores. Así pues, M„M J_ rt cuando, y sólo cuando, 

A(x-x 0 ) + B(y— i/o) + C(z-c o )=0. (1) 

Esta es la ecuación buscada del plano a, puesto que a ésta 
satisfacen las coordenadas x, y. z de un punto Af si, y sólo si, el 
punto M está situado en el plano a (o sea, si M^M j_nl. 

Abriendo paréntesis, representamos la ecuación (l)oe la formas 

Ax -f- Dy -t- Cz ~r (— Ax 0 — By^ — Cz¿) = 0. 

Designando ahora el número — Ax 0 — By 0 —Cz 0 con la letra D, 
se tiene: 

Ax + By+Cz + D = 0. (2) 

Vemos, que el plano a se determina verdaderamente por una 
ecuación de primer grado, con lo que el teorema queda demos¬ 
trado. 

199. Todo vector (diferente de cero) perpendicular a un plano 
se llama vector normal del plano. Empleando esta denominación 
podemos decir que la ecuación 

A(x—x t ) + Bly—y 0 ) + C(z — z o ) = 0 

es la ecuación de un plano que pasa por el punto M„ (*„; i/ 0 ; z 0 ) y 
cuyo vector normal es n = { A\ B ; C}. 

La ecuación de la forma 

Ax + By + Cz + D^0 

se llama ecuación general del plano. 

200. Teorema 25. Toda ecuación de primer grado en coorde¬ 
nadas cartesianas determina un plano. 

Demostración. Suponiendo dado un sistema cartesiano 
rectangular de coordenadas, consideremos una ecuación arbitraria 
de primer grado 

Ax + By + Cz + D = 0. (2) 

Cuando decimos, ecuación «arbitraria», queremos señalar que los 
coeficientes A, B, C, D pueden ser números cualesquiera, pero, 
claro, se excluye el caso en que los coeficientes A, B, C sean 
simultáneamente iguales a cero. Tenemos que demostrar que la 
ecuación (2) es la ecuación de un plano. 

Sea x 0 , y 0 , z 0 una solución de la ecuación (2), es decir, una 
terna de números que satisfaga a esta ecuación*). Sustituyendo en 


*) La ecuación (2), así como cualquier ecuación de primer grado con tres 
incógnitas tiene una infinidad de soluciones. Para hallar cualquiera de ellas 
hay que dar valores numéricos a dos de las incógnitas y hallar la tercera incóg¬ 
nita de la ecuación. 
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el primer miembro de la ecuación (2) las coordenadas variables 
por los números x 0 , i/ a , z 0 , obtenemos la identidad aritmética 

¿■v o -l-B0o + CZo + D = O, (3) 

Restando la identidad (3) de la ecuación (2), resulta 

A (*—.Vo) + B(¡/—í/ 0 ) + C (z—z 0 ) = 0, (1) 

que, por lo anterior, representa la ecuación de un plano que pasa 
por el punto M 0 (x„, y„\ z„) y cuyo vector normal es n = { A, B\ C). 
Pero la ecuación (2) es equivalente a la ecuación (1), puesto que 
ésta se ha obtenido de la (2), restando la identidad (3), y, por 
su parte, la (2) se obtiene de la ecuación (I), sumando a esta la 
identidad (3). Por consiguiente, la (2) es la ecuación del mismo 
plano. 

Hemos demostrado que una ecuación arbitraria de primer 
grado representa un plano; por consiguiente, el teorema queda 
demostrado. 

201. Como ya sabemos, las superficies que en coordenadas 
cartesianas se determinan por ecuaciones de primer grado se llaman 
superficies de primer orden. Usando esta terminología, podemos 
expresar los resultados obtenidos así: 

Todo plano es una superficie de primer orden; toda superficie 
de primer orden es un plano. 


Ejemplo. Hallar la ecuación de un plano que pasa por el punto 
AT 0 (I: I: I) y es perpendicular al vector n«={2; 2; 3}. 

Solución. Por el n" 199, la ecuación buscada es 


o sea, 


2 (*—1)+2 (y — 1) + 3 (a —1)«=0, 
2x + 2p + 3a—7 = 0. 


202. Al terminar este párrafo, demostremos la siguiente proposi¬ 
ción: sí dos ecuaciones A 1 x+B ( ír4-C l z + D = 0 y /Ur + Bji/ -f- 
4- C 2 z+D 2 — 0 determinan un mismo piano, sus coeficientes son 
proporcionales. 

En efecto, en este caso, los vectores n, = { A,; B l ; y rt 2 = 
= M,! B„; C 3 } son perpendiculares a un mismo plano y, por 
consiguiente, son colineales entre sí. Pero, entonces, de acuerdo 
al n* 154, los números A 2 , B„- C 2 son proporcionales a los 
números B v C,; designando con ¡i el coeficiente de propor¬ 
cionalidad, se tiene: A 3 =.A,h, B 2 = B,p, C, = C,p. Sea M 0 (x 0 \ </„; z 0 ) 
un punto cualquiera del plano; sus coordenadas tienen que satisfacer 
a cada una de las.ecuaciones dadas, por eso, 

AiXa + B^ + C^+D^Q y A t x 0 + B,y o + C 2 z o +D 2 = 0. 

Multipliquemos la primera de estas igualdades por p y restemos 
el resultado obtenido de la segunda; se tiene, D,——0. Por 
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consiguiente, Z> s = E>,n y 

áj=5*=£l = 5?=il. 

/i, b , e, d, • 

Con esto queda demostrada nuestra afirmación. 

§ 64. Ecuaciones incompletas de planos. 

Ecuación «segmentaria» del plano 

203. Sabemos que cada ecuación de primer grado 
Ax + By + Cz + D^O 

(en coordenadas cartesianas) determina un plano. Consideremos 
ahora algunos casos particulares de la ecuación de primer grado, 
cuándo uno de los coeficientes A, B, C, D se anula: 

1) D -- 0; la ecuación es de la ¡orina Ax + By + Cz =0 y deter¬ 
mina un plano que pasa por el origen de coordenadas. 

En efecto, los números x = 0, y=> 0, z = 0 satisfacen a la ecua¬ 
ción Ax+ By+Cz^O. Por consiguiente, el origen de coordenadas 
pertenece al plano. 

2) C = 0; la ecuación es de la forma Ax+ By + D-=>0 y de¬ 
termina un plano paralelo al eje Oz (o que pasa por este eje). 

En efecto, en este caso, la proyección del vector normal n = 
= j A\ B; C\ sobre el eje Oz es’igual a cero (C = 0); por con¬ 
siguiente, este vector es perpendicular al eje Oz y el mismo plano 
es paralelo a este eje (o pasa por él). 

3 ) ¿3 = 0 y C = 0; la ecuación es de la forma Ax+ D= 0 
y determina un plano paralelo al plano coordenado Oyz (o coincide 
con él). 

En efecto, en este caso, las proyecciones del vector normal 
n=*{A\ 6; C } sobre los ejes Oy y Oz son iguales a cero (6=0 y C = 
= 0); por consiguiente, el vector n es perpendicular a los ejes 
Oy y Oz y el mismo plano es paralelo a éstos (o pasa por cada 
uno de ellos). Pero esto significa que el plano determinado por la 
ecuación Ax + D^O es paralelo al plano Oyz o coincide con él, 
Podemos convencernos de esto, también, de otra manera: represen¬ 
temos la ecuación A*+D = 0 en la forma * = — y pongamos 

— -jf se tiene: 

x = a. 

Según esta ecuación, todos los puntos del plano tienen una misma 
abscisa (x=a) y, por lo tanto, están situados a una misma dis¬ 
tancia del plano Oyz' («en la parte anterior», si a > 0, y, «en la 
parte posterior», si a < 0); por consiguiente, el plano determinado 
por tal ecuación es paralelo al plano Oyz. De aquí queda también 
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claro, que a es la magnitud del segmento que el plano intercepta 
en el eje Ox (partiendo del origen de coordenadas). En particular, 
si D = 0, se tiene, a = 0; en este caso, el plano considerado coincide 
con el plano Oyz. Por lo tanto, la ecuación x = 0 determina el 
plano Oyz. 

204. Por analogía a lo anterior es fácil establecer que: 

1. Una ecuación de la forma .Ax+Cz+D = 0 determina un 
plano paralelo al eje Oy (o que pasa por él); una ecuación de la 
forma By + Cz + D = 0 determina un plano paralelo al eje Ox 
(o que pasa por él). 

2. Una ecuación de la forma By+D = 0 determina un plano 
paralelo al planoOAa (o coincide con él); la ecuación Ca-f-D = 0 deter¬ 
mina un plano paralelo al plano Oxy (o coincide con él). Las dos 
últimas ecuaciones se pueden escribir en la forma y = b o z = c, 
respectivamente. Aquí, b y c son las magnitudes de los segmentos 
que interceptan estos planos en los ejes coordenados (el primero, 
en el eje Oy, el segundo, en el eje Oz). En particular, la ecuación 
y — 0 determina el plano Oxz, la ecuación z = 0 determina el 
plano Oxy. 

205. Sea dada la ecuación de un plano 


Ax -f- By + Cz + D = 0 

y supongamos que ninguno de los coeficientes A, B, C, D es igual 
a cero. Tal ecuación se puede reducir a una forma especial, que 
suele ser útil en una serie de problemas de geometría analítica. 

Pasemos el término independiente D al segundo miembro de la 
ecuación-, se tiene: 

Ax + By + Cz = — D. 


Dividamos ahora los dos miembros de la ecuación por — D; de lo 
anterior, obtenemos: 


Ax By , Cz . 


o sea. 



Introduciendo las notaciones 



obtenemos: 



4 + y+f =1 - (i) 

Esta es la forma especial de la ecuación del plano que queríamos, 
obtener. Los números a, b, c tienen aquí un significado geométrico 
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sencillo. Precisamente, a, b, c son las magnitudes de los segmentos 
que el plano intercepta en , los ejes coordenados (tomando cada 
uno desde el origen de coordenadas). Para convencemos de esto, 
hallemos los puntos de intersección del plano con los ejes coorde¬ 
nados. El punto de intersección del plano con el eje Ox se determina 

por la ecuación de este plano = 1 para i/ = 0, z = 0; 

de aquí que x = a y, por eso, la magnitud del segmento interceptado 
en el eje Ox por el plano es realmente igual a a. De modo análogo 
se establece que los segmentos que el plano intercepta en los ejes 
Oy y Oz tienen magnitudes correspondientemente iguales a b ye. 

La ecuación de la forma (1) se llama ecuación « segmentaria» 
del plano. 

Ejemplo. Hallar la ecuación del plano, sabiendo que intercepta en los 
ejes coordenados los segmentos a = 2, b = —3, c=4. 

Solución. De acuerdo a lo anterior, obtenemos inmediatamente la ecua¬ 
ción buscada: 

^.-£ + ±. = 1, o sea 6jr-4¡/ + 3í-l2-0. 

§ 65. Ecuación normal del plano. Distancia de un punto 
a un plano 

206. Vamos a considerar otra forma especial más de escritura 
de la ecuación del plano, conocida con el nombre de ecuación 
normal del plano. 

Dado un plano n, tracemos por el origen de coordenadas una 
recta n perpendicular al mismo; esta recta se llamará normal. 
Designemos con la letra P el punto en que ésta corta el plano n 
(fig. 103). Tomemos como dirección positiva en la normal, la del 
punto O al punto P (si el punto P coincide con el punto 0, es 
decir, si el plano dado pasa por el origen de coordenadas, la 
dirección positiva en la normal se elige arbitrariamente). Designemos 
con a, P, y los.ángulos que forma la normal dirigida con los ejes 
coordenados; con p la longitud del segmento OP. 

Vamos a deducir la ecuación del plano dado n, suponiendo que 
se conocen los números cosa, eos p, eos y y p. Tomemos con este 
fin en el plano it un punto arbitrario M y designemos sus coor- 
denadas mediante x, y. z. Es evidente que la proyección del 
vector OM sobre la normal es igual a OP, y como la dirección 
positiva en la normal coincide con la dirección del segmento OP , 
la magnitud de este segmento viene expresada por un número 
positivo, precisamente, por el número p; así pues, 

pr„OAf = p. (1) 

Obsérvese ahora que OM = {x; y, z). De aquí y de acuerdo al 
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corolario 3 del teorema 20 (n° 165) 

pr„ÓAÍ=x eos a+p eos p + z eos y. (2) 

De las igualdades (1) y (2), se deduce que xcosa + pcosfl-i- 
+ zcosv = p, o sea, 

x cosa -f i/eos p -j-z eos y —p = 0. (3) 

Esta es la ecuación de! plano dado (como vemos, a ella satisfacen 
las coordenadas x, y, z de cada punto M situado en el plano; si 



el punto Af no está situado en el plano dado, sus coordenadas no 
satisfacen a la ecuación (3), puesto que pr„OM p). 

La ecuación del plano en la forma (3), se llama ecuación normal 
del plano\ en esta ecuación cosa, cos'p, eos y son los cosenos 
directores de la normal, p es la distancia del origen de coordenadas 
al plano. 

207. Dado un plano arbitrario; tracemos su normal n y asignemos 
en la normal una dirección positiva, del modo como fue indicado 
en el n 0 anterior. Supongamos ahora dado un punto cualquiera 
Af* en el espacio y que d es su distancia al plano (véase la fig. 103). 

Llamaremos «desviación »* del punto Al* del plano dado, al 
número +d, si el punto Af* está situado en la 

• Véase la N. del T. a! iinal de la pág. 70. (N. del T.). 
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región del plano adonde va dirigida la dirección positiva de la 
normal, y al número —d, si el punto Al* está situado en la otra 
región del plano. La desviación del punto Ai*. con respecto al 
plano, la designaremos con la letra 6; de este modo, 6 = ¿;d; 
además, es conveniente tener en cuenta que 6= + d, si el punto 
M* y el origen de coordenadas están situados en diferentes 
reglones del plano, y que 6 =— d, si el punto Al* y el origen 
de coordenadas están en una misma reglón del plano (para 
los puntos situados en el plano, 6 = 0). 

Teorema 26. Si (x*; y*\ z*) son las coordenadas del punto M* y 
x eos «-*-(/ eos p + z eos v— p = 0 

es la ecuación normal de un plano, la desviación del punto M* de 
este plano está dada por la fórmula 

ó = x* eos a 4- 1 /* eos p + 2 * eos y— p. (4) 

Demostración. Proyectemos el punto AI* sobre la nor¬ 
mal; sea Q su proyección (véase la fig. 103); entonces, 

6 = PQ = 0Q— OP, 

en donde PQ, OQ y OP son las magnitudes respectivas de los 
segmentos dirigidos PQ, OQ y OP de la normal. Pero OQ = 
= pr„0AI*, OP — p ; por consiguiente, 

6 = pr„ OAt*—p. (5) 

Por el corolario 3 del teorema 20 (n° 165) 

pr„ OM* =■ x* eos a + y* eos P + z* eos y. (6) 

De las igualdades (5) y (6) obtenemos: 

6 = x* eos a + y* eos p + z* eos y— p. 

Por consiguiente, el teorema queda demostrado. 

Conviene tener en cuenta que x* eos a + y" eos P + z* eos y— p 
es el primer miembro de la ecuación normal del plano dado, en 
donde, en vez de las coordenadas variables, figuran las coordenadas 
del punto Al*. 

De aquí resulta la regla siguiente: 

Para hallar la desviación de un punto M* de un plano hay que 
sustituir, en el primer miembro de la ecuación normal del plano, 
las coordenadas variables por las del punto AI*. El resultado obtenido 
será igual a la desviación buscada. 

Nota. Si se pide hallar la distancia del punto al plano, 
será suficiente calcular la desviación por la regla indicada y 
tomar después su valor absoluto. 


7 W, 336» 
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208. Vamos a deducir ahora cómo se puede reducir la ecuación 
general del plano a la forma normal. Sea 

Ax + By+Cz+D = C> (7) 

la ecuación general de un plano, y 

xcosa+ycosP + acosy —p = 0, (3) 

su ecuación normal. 

Como las ecuaciones (7) y (3) determinan un mismo plano, los 
coeficientes de estas ecuaciones, por el n° 202, serán proporcionales. 
Esto significa que, si multiplicamos todos los términos de la 
ecuación (7) por un factor p, se obtiene la ecuación 

fiAx + \iBy + pCz 4 - pD = 0, 

que coincide con la ecuación (3), y, por lo tanto, se tiene: 

p,4=eosa, pfl = cosP, pC=>cosy, pD = — p. (8) 

Para hallar el factor p, sumemos las primeras tres igualdades 
elevadas previamente al cuadrado; obtenemos: 

p’ (A* + B 2 + C 1 ) = eos* a + eos* p + eos* y. 

Pero, según el n° 140, el segundo miembro de la última igualdad 
es igual a la unidad. Por to tanto, 

(9) 

El número p, por el que hay que multiplicar la ecuación general 
del plano para que tome la forma normal, se llama factor nor¬ 
malizador de esta ecuación. El factor normalizador se determina 
por la fórmula (9), pero no por completo: queda por determinar 
su signo. Para determinar el signo del factor normalizador utilizamos 
la cuarta de las igualdades (8). Según esta igualdad, pD = — p, 
o sea, p D es un número negativo. Por lo tanto: 

El signo del factor normalizador es contrario al signo del término 
independiente de la ecuación que se normaliza. 

Nota. Si 0 = 0, el signo del factor normalizador se puede 
elegir como se desee. 

Ejemplo. Dado el plano 3*—4y-{-12z-|-14=>0 y el puntó M (4;. 3; 1), 
hallar la desviación del punto M del plano dado. 

Solución. Para aplicar la regla expuesta en el n° 207, es necesario, ante 
todo, reducir la ecuación dada a la forma normal. 

Con este fin. hallamos el factor normalizador: 

_ — 1 _^ .1 

** y 3*-p4*+ 12> 13 ' 

Multiplicando esta ecuación por obtenemos la ecuación normal del plano que 
se pedía: 

—^( 3 x-4ff+l2z+14 ) = °. 
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Sustituyendo en el primer miembro de esta ecuación las coordenadas de! pun¬ 
to Al. se tiene: 

« = -■¡3 (3-4-4 3+12.1 + U) = —2. 

Luego la desviación del punto At del plano dado es negativa y el punto está 
a la distancia d=2 de él. 


§ 66. Ecuaciones de la recta 

209. Como ya se indicó en el n° 191. en la geometría analítica 
del espacio cada línea se considera como la intersección de dos 
superficies y se determina por dos ecuaciones. En particular, vamos 
a considerar la línea recta como la intersección de dos planos y, 
correspondientemente a esto, la vamos a definir por dos ecuaciones 
de primer grado (claro que en coordenadas cartesianas.) 



Supongamos que se ha establecido en el espacio un sistema carte¬ 
siano rectangular de coordenadas. Consideremos una recta arbitraria; 
designémosla con la letra a (fig. 104). Designemos por n, y n 8 dos 
planos diferentes cualesquiera que se corten por la recta a, y 
supongamos que se conocen las ecuaciones de estos planos; escribá¬ 
moslas en la forma 


A ¡ x+B l t/+C ¡ í + D¡=0 y A t x+ B t y + C t z + D t <=0. 

Como la recta a representa la intersección de dos planos n, y n,, ésta 
se determina por dos ecuaciones simultáneas: 


AiX+B x y + C x i + D x = 0 , 1 
A¡x+ B¡y + C t z+ D t — 0 . / 


(1) 


210. Imaginémonos dadas previamente dos ecuaciones de primer 
grado (supongamos que están escritas en la forma (1)). 

¿Representan siempre éstas, simultáneamente, alguna recta? 
Evidentemente, éstas representarán alguna recta cuando, y sólo 
cuando, los planos correspondientes a ellas no sean paralelos entre 
si y no coincidan, es decir, cuando los vectores normales de estos 
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planos, n,~{A,\ B,; C,) y B 2 ; C 2 1 no sean colineales. 

Recordando que la condición para que dos vectores sean colineales 
es que sus coordenadas sean proporcionales (véase n° 154), llegamos 
a la conclusión de que: 

Dos ecuaciones simultáneas de la forma (1) determinan una 
recta cuando, y sólo cuando, los coeficientes A¡, B v C, de una de 
ellas no son proporcionales a ¡os coeficientes A., B,, C. de la otra. 

211. Por cada recta pasa una infinidad de planos distintos; 
está claro, que existe una infinidad de posibilidades para la elec¬ 
ción de dos de ellos. De aquí que cualquier recta se puede deter¬ 
minar por dos ecuaciones de una infinidad de maneras diferentes. 
Vamos a indicar ahora un método muy sencillo que permite, par¬ 
tiendo de las ecuaciones de dos planos que pasan por una recta dada, 
tformar » con ellos cuantas nuevas ecuaciones se quiera, cada una de 
las cuales determina un plano que también pasa por la recta dada. 

Sea dada alguna recta a y las ecuaciones de dos planos diferentes 
jij y n a que pasan por esta recta: 

A¡x+B,y + C,z+D, = 0 y A¡x +B,y + C t z +D t *°0. 

Tomemos dos números cualesquiera a.fl, no simultáneamente iguales 
a cero y consideremos la igualdad 

a(A,x + B^+C,z-t D,) + p (i4,x -i- B,y + C t z + D,) => 0, (2) 

o escribiéndola de otra forma: 

(aA, +Mt)*+Mi+Pfl.) y +(«c.+PC») 2 +< aD i + P D «> - O. (3) 

Es fácil ver que los tres números aA l +^A t , <xB, + pB 2 y <xC, + 
-|- PC 2 no pueden ser simultáneamente iguales a cero. En efecto, si 
aA, + p/t s = 0, aB, -f pB. = 0, aC, + pC, = 0, se tendrá que 

A =,_£ A=_JL ¿-=-i 

A, a ' B, o • CT a • 

Como los números a y p no son simultáneamente iguales a cero, la ra¬ 
zón no puede ser indeterminada; por eso. de las proporciones ante¬ 
riores se deduce que ,4,, B,. C , son proporcionales a A t . B¡. C 2 , 
es decir, que ios vectores normales de los planos dados n¡ = 
fl,; C,} y n, = {A,; B t ; C 2 } son colineales; pero esto es imposible, 
puesto que los planos dados no son paralelos y no son coincidentes. 

Como los tres números pA a , aB x + f>B, y aC x + pC 2 no se 
pueden anular simultáneamente, la igualdad (3) es una ecuación. 
Claro está que ésta es una ecuación de primer grado y, por consiguien¬ 
te, determina un plano. 

Como, además, la ecuación (3) es consecuencia de las ecuaciones 
A,x-\-Bd + C,z+D, = 0 y A¿c-\-B&+C¿ +D, = 0, cada terna 
de números (x\ y, z) que satisface a estas dos ecuaciones, satis¬ 
face también a la ecuación (3). De esto llegamos a la conclusión, 
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que cada punto situado en la intersección de los planos it t y n s 
está también situado en el plano determinado por ia ecuación (3). 
Mejor dicho, la ecuación (3) (o su ecuación equivalente (2)) determina 
un plano que pasa por la recta a. Así pues, si 

A¡x + B t y-\r C,z-f- D t = 0 y A,x+ B t y + C*z + D a = 0 
son las ecuaciones de dos planos que pasan por una recta, la ecuación 
a(A,x + B& + C,z + Di) + P (-V + Bjj + C„z + D.) = 0 (2) 

determina un plano que pasa por la misma recta. 

Aplicando esta proposición, se pueden simplificar las ecuaciones 
de la recta. Por ejemplo, las ecuaciones de la recta 
x + y + 2 + 3 = 0, I 
x yy-z— 5 = 0 f 

se pueden sustituir por otras más simples, efectuando una combinación 
de las mismas, tomando primeroa=l, p = l y, después, a = I, p = — I; 
de este modo, obtenemos las ecuaciones 
x + y—l =0. \ 

2 + 4 = 0, )' 

que determinan la misma recta que la que determinaban las pri¬ 
meras ecuaciones dadas. 

212. Supongamos que una recta dada a está determinada por 
las ecuaciones 

A l x+B 1 ¡j+C 1 z + D 1 = 0,t 
A t x + B,yi-C t z + D t = 0 ¡ 

como intersección de dos planos n, y «... Ya sabemos que para 
cualesquiera valores numéricos de a, p (no iguales a cero simultá¬ 
neamente) la ecuación 

a (A ,.v + B,{f + C ,2 + £>,) t- P (A,.v + B.y + C.z + D t ) = 0 (2) 

determina un plano que pasa por la recta a. Demostremos que siempre 
se pueden elegir los valores a y p de tal modo, que la ecuación (2) 
determine un plano previamente asignado que pase por la recta a. 

Como cada plano que pasa por la recta a se determina, además 
de la recta a, por uno de sus puntos, para la demostración de la 
afirmación enunciada es suficiente demostrar que siempre se pueden 
elegir los númerosoy Pen la ecuación (2) de tal modo, que el plano de¬ 
terminado por ella pase por cualquier punto M* (x*, ¡/*, z*) previa¬ 
mente asignado. 

Pero, esto está claro; en efecto, el plano determinado por la ecua¬ 
ción (2) pasará por el punto M*. si las coordenadas del punto M* 
satisfacen a esta ecuación, es decir, si 

a (A íX * + + C¿*+DJ + P (V*+ B*y* + C. í z m + D.¡) = 0. (4) 
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Vamos a suponer que el punto M* no está situado en la recta 
a (sólo este caso nos interesa). Entonces, por lo menos uno de los 
números A,x* + + C t z*-r D„ 1-C s 2 * + D í es dife¬ 

rente de cero, por consiguiente, la igualdad (41 es una ecuación de 
primer grado con dos incógnitas, a y {5. Para hallar las incógnitas 
a y p hay que asignar a una de ellas un valor numérico arbitrario 
y la otra hallarla por la ecuación; por ejemplo, si <4 a v* fi 2 y* (- 
+ C.z* 4-Dj=té= 0, se puede tomar ct arbitrariamente (diferente de 
cero), y P se halla entonces por la fórmula: 

a __ 

V Ai*" -- B.¡y' rC^'+D. ' 

En resumen, una ecuación de la forma (2) puede determinar un 
plano que pase por un punto cualquiera del espacio previamente 
asignado y, por consiguiente, cualquier plano que pase por la recta 
dada a. 

213. El conjunto ile todo', los planos que pasan por una misma rcctu 
se llama haz de planos. La ecuación de la forma (2) se llama ecuación 
del haz de planos, puesto que, variando en ella los valores respec¬ 
tivos de a y p. se obtienen todos los planos de un haz. 

Si haciendo ¿ = X, de la ecuación (2| se obtiene 

+ B x y + C¡z + D t — X (A t x + B~y + C,z -f D¡) = 0. (5) 

Esta ecuación del haz de planos es más usual para la resolución 
de problemas que la ecuación (2). Es importante notar que. a) pasar 
de la ecuación (2) a la ecuación (5), se excluye el caso en que a = 0 
y, por eso, de la ecuación (5) no se puede determinar el plano 
A t x + Bél -I- C 2 z -h D, = 0, osea, para diversos valores de X. la ecua¬ 
ción de la forma (5) determina todos los planos del haz, menos 
uno (menos el segundo de los dos dados). 

§ 67. Vector director de la recta. Ecuaciones canónicas 
de !a recta. Ecuaciones paramétricas de la recta 

214. Para mayor comodidad, en la resolución de una serie de 
problemas de geometría analítica, se usa una forma especial de ecua¬ 
ciones de la recta que exponemos a continuación. Está forma especial 
de ecuaciones de la recta puede ser obtenida de sus ecuaciones generales 
mediante transformaciones algebraicas; sin embargo, preferimos ob¬ 
tenerla directamente; de este modo, con mayor claridad se revelará 
su esencia geométrica. 

Sea dada una recta. Todo vector, diferente de cero, situado en la 
misma o en una recta paralela a ella, se llama vector director de esta 
recta. Los vectores indicados se llaman directores, precisamente, 
porque cada uno de ellos determina la dirección de la recta. 



El vector director de una recta arbitraria se designará con la 
letra o, sus coordenadas, con las letras l, m, n: 

a= {/; m; n\. 

Vamos a deducir, seguidamente, las ecuaciones de la recta que 
pasa por un punto dado M 0 (x„; y a \ z 0 ) y que tiene un vector director 
dado a=»{/¡ m\ n}. 



Fig. 105. 


Estas ecuaciones se obtienen fácilmente. Sea M (x; y, z) un punto 
(«variable») arbitrario de la recta (fig. 105). El vector 

M„M = {x— x¿ y—y 0 \ z—z„> 
es collneal al vector director 

a = (/; m; n). 

Por lo tanto, las coordenadas del vector M 0 M son proporcionales a 
las coordenadas del vector a: 



y—y* , Lzh 

m n 


0) 


Como vemos, a estas relaciones satisfacen las coordenadas de cada 
punto M (x; y, z) situado en la recta considerada; por el contrario, 
si el punto M (x; y, z) no está situado en esta recta, sus coorde¬ 
nadas no sat isfacen a las relaciones (1), puesto que, en este caso, 
los vectores M„M y a no son colineales y sus coordenadas no son 
proporcionales. Por lo tanto, las ecuaciones (1) representan las de 
la recta que pasa por el punto M,, (x„; i/ 0 ; z 0 ) en dirección del vector 
a-{l ; m; «>. 

Las ecuaciones obtenidas de la recta, en esta forma especial, se 
llaman ecuaciones canónicas. 

Las coordenadas /, m, n de cualquier vector director a de la recta, 
se llaman parámetros directores de la misma. Los cosenos directo¬ 
res del vector a, se llaman cosenos directores de la recta. 

215. Sea dada una recta por dos ecuaciones generales: 

'V + Bil/ + C 1 z + D 1 = 0, \ 

A^ + B^+C.z + D^ 0. / w 


7** 
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Veamos ahora el modo de hallar las ecuaciones canónicas 
de esta recta. 

Denotemos por n, y n. los planos determinados por estas ecua¬ 
ciones y por n, y n a , los vectores normales de estos planos. Para 
hallar las ecuaciones canónicas de esta recta es necesario: 

1) bailar alguno desús puntos M, (.Y„; y<¡\ 2 „); para esto hay que 

atribuir un valor numérico a una de las coordenadas z„ y 

sustituirla en la ecuación (2) en lugar de la variable correspondiente; 
después de esto, las otras dos coordenadas se determinan resolviendo 
simultáneamente las ecuaciones (2); 

2) hallar el vector director fl = ¡/; m ; «}. Como la recta dada 
se determina por la intersección de los planos n,, ji 2 , ésta será perpen¬ 
dicular a cada uno de los vectores /», y «, (véase la fig. 104). Por 
eso, se puede tomar por vector a cualquier vector perpendicular a 
los vectores rt, y «... por ejemplo, su producto vectorial; a = [n,n 3 ¡. 
Como ya se conocen las coordenadas de los vectores n, y n¡ : n,= 
= j<4p B,; C,}, n- = {-4.; ¿J.; C a }, para calcular ias coordenadas 
del vector a = (/; m; rt} será suficiente aplicar el teorema 21 (n° 173). 

Ejemplo. Hallar las ecuaciones canónicas de la recta 

a* + 2» + 4r—11 =0. I 

2*+¡r—3í—1=0. ( 

Solución. Poniendo, por ejemplo. x,— l. y resolviendo el sistema dado ha¬ 
llamos: y„ — 2, r„ — I. asi pues, ya conocemos un punto de la recta: Al „(1 . 2; I). 
Busquemos ahora el vector director. Se llene: n, ■= ¡3; 2; 4¡. rt, = J2; I; —3); de 
aquí que u~|n, rr,l = {—10; 17; —I), osea/=—10. m = 17. n=—I. 

Las ecuaciones canónicas de la recia dada se obtienen sustituyendo en la igual¬ 
dad (I) los valores hallados de x 0 . yo. *o y t\ m; n: 

x — I y —2 r — 1 
r75=-Tr=-^r- 

216. Sean dadas ias ecuaciones canónicas de una recta. Desig¬ 
nemos con la letra t cada una de las razones iguales que figuran 
en estas ecuaciones canónicas; se tiene 


De aquí 


x-x„ y—y„ _^ z—i„ , 

l m rt 

x=*x„+lt, \ 
y = ¡Jo-rmt, V 
2 = 7,+/!/. j 


(3) 


Estas son tas ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por 
el punto M„ (x 0 ; y„\ z 0 ) en dirección del vector a = {/; m\ n\. En las 
ecuaciones (3), t se considera como un parámetro que varia arbitra¬ 
riamente; x, y, z son funciones de í; al variar t, las cantidades 
x, y,'z varían de tal modo, que el punto M (.v, y, z) se desplaza 
por la recta dada. Es conveniente aplicar las ecuaciones paramétricas 
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de ia recta cuando se pide hallar el punto de intersección de la recta 
con un plano. 


Ejemplo. Dada la recia 

x —2 g—3 _ a —4 
I ~ I 2 

y el plano 2*4¡/4*—6 = 0 . hallar su punto de intersección. 

Solución. El problema se reduce a determinar x. y. z del sistema de las 
tres ecuaciones dadas (se tienen dos ecuaciones de ia recta y una ecuación del 
plano). Los cálculos necesarios se simplliiean. si aumentamos el número de incóg¬ 
nitas (y el número de ecuaciones) hasta cuatro, haciendo — ~~~ 2 ~ “*• 

de aquí, que 

x—24 /; » = 34<. *=442/. 

Sustituyendo estas expresiones en el primer miembro de la ecuación del plano 
dado, obtenemos una ecuación con una incógnita: 

2(2404(34 04M 42/)—6 = 0. 


Resolviendo esta ecuación, hallamos: /=»—!, por consiguiente, las coordenadas 
del punto buscado son: x=l. y = 2. a— 2 . 


217. Supongamos que t denota los segundos que han pasado 
desde un instante convencional de tiempo («momento de poner en 
marcha el segundometro») y que las ecuaciones (3) son las ecua¬ 
ciones del movimiento de un punto Ai (,v, y, z) (véase n* 45). 
Analicemos el carácter de este movimiento. 

Ante todo, de lo e.xpucsto anteriormente queda claro, que el 
movimiento del punto Ai es rectilíneo y, además, que se efectúa 
por una recta que pasa por el punto Af„ en dirección del vector 
a — {/, m, /i}. 

Es fácil comprender que el movimiento del punto Ai determi¬ 
nado por la ecuación (3) es uniforme. En efecto, según las ecua. 
dones (3). se tiene: 


— y—y„ = mt, z—z„ = ní. 

Las últimas tres ecuaciones son equivalentes a una ecuación vectorial: 

De a quí se ve que durante t segundos, el punto Ai recorre un 
camino Ai„Ai, igual al vector a, alargado en «/ veces». Por lo tanto, 
el camino recorrido por el punto Ai es proporcional al tiempo I, 
lo que significa que ei movimiento del punto Ai es uniforme. 

Calculemos, por último, la velocidad del movimiento del 
punto /Vi. Para esto, obsérvese que durante el primer segundo (desde 
(=0 hasta t — 1), el punto /Vi recorre el camino Ai,, Ai — a. Por 
consiguiente, la velocidad v del movimiento del punto Ai es en su 
valor absoluto igual al módulo del vector a, es decir, v<=Y l*+ni l +n-. 
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En conclusión, las ecuaciones (3) determinan un movimiento recti¬ 
líneo y uniforme del punió M (a:, y, z) con. velocidad u = )/i W+mT+ñ* 
en dirección del vector a — {/, m, n¡; el punto Af 0 (jc,, y 0 . z 0 ) ocupa 
la posición inicial del punto variable Ai (at, y, z) (o sea, que cuando 
t=0, el punto Af coincide con el punto /Vi,,). 

Ejemplo. Hallar las ecuaciones del movimiento rectilíneo de un punto 
M (x, y, z) que. teniendo la posición inicial en el punto ,-H 0 ( 1 . |, I), se mueve 
uniformemente en linea recta en dirección del vector S = {2, 3, 61 con la velo¬ 
cidad v= 21 . 11 

Soluci ón. Comparando el módulo del vector S, que es igual a 
\f 2 2 + 6- = 7, con la velocidad dada 0=21, vemos que por vector a se puede 

tomar el vector S alargado en tres veces, es decir. a = {6, 9. 18}. Las ecuaciones 
buscadas son 

* = 1 -f- 6/, ji= 1+91, a=-1 + 18/. 

§ 68. Anotaciones complementarias y ejercicios 

218. Frecuentemente, en geometría analítica se necesita hallar 
las ecuaciones de una recta conociendo dos de 
sus puntos. Vamos a resolver este problema de una forma ge¬ 
neral, suponiendo dados dos puntos arbitrarios: 

ií tít. *i) y y % \ 7j ). 

Para resolver este problema es suficiente tener en cuenta, que por 
vecto r dir ector de la recta considerada se puede tomar el vector 
a=>MiM t ; de aqui que 

/ = at 3 —at, . /tt=//j —</„ n = z s —z l . 

Atribuyendo al punto Ai, (a:,; y,; z,) el mismo papel que de¬ 
sempeña en el n° 215 el punto Af 0 , se tiene: 

x -x ¡ _ y-y, ?-z, . 

*«—*i y¡—v i r. —c, 

Estas son las ecuaciones (canónicas) buscadas de la recta que pasa 
por dos puntos dados: Ai, (a:,; y,: z,) y y t \ z,). 

219. Resolvamos también en forma general el problema siguiente: 
hallar la ecuación del plano que pasa por tres 
puntos distintos*): Af,( at,¡ y t ; z,), Af, (at,,; y t \ z 3 ) y 

(x 3 \ i/-/, 

Designemos con x, y, z las coordenadas d e un p unto arbitrario M 
del espa cio y c onsideremos tres vectores: M,Al = {a- —.y,; y—y¡, 
z—z,}, Aí,Af s = {Ar a — ac,; y,—y,; z,— z,} y M,Ms={*a—je,; y 9 —y,\ 
z s — 2 ,}. El punto Af está situado en el pla no cuando, 

y sólo cuando, los vectores Al,Af. Af,/W 2 y Af,Af a son coplanares; 

*) Se supone que estos tres puntos no están situados en una recta. En caso 
contrario, el problema es indeterminado (N. del T.). 
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según el n° 185. la condición para que tres vectores sean coplanares, 
es que el determinante de tercer orden, formado por sus coordena¬ 
das, sea igual a cero. En este caso, se tiene: 


x—x, y—y, 
*«-*i ‘J i—U, 
x»—x, iJt —Vi 



Esta es la ecuación buscada del plano que pasa por los puntos M,. M?, 
M 3 . puesto que a ella satisfacen las coordenadas x, y, i del punto M, 
cuándo, y sólo cuando, este punto está situado en el plano. 




220. En una serie de problemas de geometría analítica se necesita 
saber las condiciones de. paralelismo y de perpendicularidad de do; pla¬ 
nos, de dos rectas y de una recta y un plano. Deduzcamos estas 
condiciones. 

1) Sean dados dos planos 

j4j.t -f- B¡y — 0, 

A t x ~ B~y + C t z t D t = 0, 

Estos son paralelos cuando, y sólo cuando, sus vectores norma¬ 
les «=--{>!(, fi,, rt=‘{A i , Bj. C 2 | son colineales (fig. 106; la 
coincidencia de los planos la consideramos en esta oportunidad 
como un caso particular de paralelismo). De aquí y por el n° 154, 
obtenemos la condición de paralelismo de dos planos ; 

4, S, C t ' 

Los planos dados son perpendiculares cuando, y sólo cuando, 
sus vectores normales son perpendiculares (fig. 107). De aqui y 
por el n° 165, obtenemos la condición de perpendicularidad de dos 
planos: 


-i- B,B t 4- C,C¡ = 0. 
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2) Sean dadas dos redas 


*—*1 y < *1 



í 3 «i, n. ' 


Estas son paralelas cuando, y sólo cuando, sus vectores direc¬ 
tores a, = j/ t , m„ n,}, m v «,} son colineales (fig. 108; 



Fig. IOS. Fig. 103. 


la coincidencia de las rectas se considera aquí como un caso par¬ 
ticular de paralelismo). De aquí obtenemos la condición di para¬ 
lelismo de dos recias: 

I a m, n, 

I\ mi «i ' 

Las rectas dadas son perpendiculares cuando, y sólo cuando, 
sus vectores directores son perpendiculares (fig. 109; las rectas 



Fig. 110. Fig. 111. 


perpendiculares en el espacio pueden no cortarse). De aqui obte¬ 
nemos la condición de perpendicularidad de dos recias: 

Va + m,m. f- n,t i a = 0. 

3) Sean dados una recta 

*—*■> .. i/—y» _ 

l m n 
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,y un plano 

Ax-Y By + Cz + D = 0. 

La recta es paralela al plano, cuando, y sólo cuando, el vector 
director o=*{/. m, /:} ce esta recta es perpendicular al vector nor¬ 
mal n — {A, B, C> del plano (íig. 110; el caro en que la recta 
está situada en el plano se considera como un caso particular de 
paralelismo). De aquí obtenemos la condición de paralelismo de una 
recta ij un plano: 

Al -Y Bm + Cn = 0. 

La recta es perpendicular al plano cuando, y sólo cuando, el 
vector director de esta recta es colinea! ai vector norma! del plano 
(fig. 111). De aquí obtenemos la condición de perpendicularidad de 
una recta y un plano: 

£ = £.=£ 

I m a 

A continuación se expone una serie de ejemplos con datos nu¬ 
méricos 

221. Ejemplo 1. Hallar la ecuación del plano que pasa por la recia 
3c+2y + 3a+6 = 0, 1 
*+4;/+3*+ 4 = 0 / 

y es paralelo a la recta 

x —I y-S ^ a+l 

Solución. Hallamos la ecuación del haz de planos (véanse los n°n° 212, 
213) que pasan por la primera de las rectas dadas: 

3x + 2y + Sa+6+X(i:+4if+3z + 4) = 0. (1) 

Tenemos que elegir en este haz un plano que sea paralelo a la segunda de las 
recias dadas; para eso hay que hallar el valor numérico apropiado de X. Repre¬ 
sentemos la ecuación (I) en la forma 

(3 + ;.)x+(2 + 4X)y4(5 + 3X)í + (6+4i)=0. (2) 

El plano buscado tiene que ser paralelo a la recia 
,r—I y — 5 z +1 

3 “ 2 “ -3 * 

Aplicando la condición de paralelismo de una recta y un plano, para la cantidad 
desconocida X. obtenemos la ecuación 

3 (3 + X)+2 (2 + 4X)—3 (5+3X) =0. 

De aquí, X=l. Sustituyendo en la ecuación (2) el valor buscado de X, hallamos: 
4* + 6y + 8z + 10 = 0. o sea, 2x+3i/+4z + 5 = 0. 

Ejemplo 2. Dada la recta 

3*— 2tj —z+4=0. 1 
x—Ay—Zz— 2 = 0 , ( 

hallar su proyección sobre el plano 5*+2¡í+2e—7 = 0. 
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Solución. Tenemos que hallar un plano que pase por !a recta dada y sea 
perpendicular al plano dado; entonces, la proyección buscada se determina como 
la intersección de este plano con el plano dado. Escribamos la ecuación del haz 
de planos que pasan por la recta dada: 

3*— 2y— z-M-t-M*—4y-3z—2)=0. (3) 

Esta ecuación determina el plano buscado para un valor determinado de 
éste es el que tenemos que hallar. Representemos la ecuación (3j en la forma 

(3 + X)r + (-2 _4X)sr + (-l -3>.) i + (4-2X) = 0. (4) 

El plano buscado tiene que ser perpendicular al dado. Utilizando la condi¬ 
ción de perpendicularidad de dos planos, para la incógnita Á obtenemos la 
ecuación: 

5 (3 + X) + 2(—2 —4L) + 2 (— 1 -3/.) = 0. 

De aquí, f.— I. Sustituyendo en la ecuación (4) el valor obtenido de hallamos 
la ecuación del plano que pasa por la recta dada y es perpendicular al plano 
dado: 4x— 6 w—4z + 2=0. o sea. 2*—3y—2a-)-1 = 0. La proyección de la recta 
dada sobre el plano dado se determina por las ecuaciones: 

2x —3y-2z +1=0, 1 
S*+2¡/ + 2z-7 = 0. f 

Ejemplo 3. Calcular la distancia del punto P(l; I; 1) a la recta 
a—II y — IB z—4 

Solución. Tracemos por P un plano o perpendicular a la recta dada y 
hallemos el punto 0, en el que este plano se corta con la recta. La distancia 
buscada del punió P a la recta, es igual a la distancia del punto P al punto G 
Según el n" 199, la ecuación del plano a se puede escribir en la forma 

n(x—I) |-B(y—l) + C(z —1)-0, 

pero este plano tiene que ser perpendicular a la recta dada. Por la condición de 
perpendicularidad de una recta y un plano, se tiene: 

ABC 

T”T~=Í : 

lomando aquí, para mayor facilidad, el coeficiente de proporcionalidad igual a 
la unidad, hallamos que A = 2, 8=5, C = —2. O sea. que la ecuación del plano 
es: 2(x — i)+5 (¡/ — I)— 2 (z— 1)=0, es decir. 2x+ty— 2z— 5 = 0. Seguida¬ 
mente tenemos que hallar el punto Q en el que el plano se corta con la recta 
dada. Para esto hay que resolver simultáneamente la ecuación de la recta dada 
con la ecuación del piano hallado a. Procediendo tal y como fue mosfrado e.n 
el n" 216 (véase el ejemplo al final de este n“), hallamos las coordenadas del 
punto Q: x=5, u=3, z=10. La distancia buscada d del punto P a la recta 
dada, que es Igual a la distancia entre los puntos P y Qr se halla por la fór¬ 
mula conocida 


d= Y (5— l) 3 + f3—l) 3 -r(IO—1) ,= V i01 ~ 10- 
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SUPERFICIES DE SEGUNDO ORDEN*) 


§ 69. Elipsoide e hiperboloides 


222. De acuerdo a lo expuesto en el n’ 195. son superficies de 
segundo orden las que en coordenadas cartesianas se determinan por 
ecuaciones de segundo grado. En este capitulo vamos a considerar di¬ 
versas clases de superficies de segundo orden. En primer lugar, estu¬ 
diaremos el elipsoide y dos hiperboloides; estas superficies del espa¬ 
cio son análogas a las elipses e hipérbolas del plano. 

223. Se llama elipsoide a la superficie que en un sistema cartesia¬ 
no de coordenadas rectangulares se determina por la ecuación 


** , . 11 

7 T l !T c* 


I. 


(0 


La ecuación (1) se llama ecuación canónica del elipsoide. 

Vamos a tratar de averiguar la forma del elipsoide y a represen¬ 
tarlo en el plano. Con este fin emplearemos el «método de secciones 
paralelas». 

Consideremos las secciones de un elipsoide dado por planos 
paralelos al plano coordenado Oxy. Cada uno de tales planos se 
determina por una ecuación de la forma z = A, y la línea que resulta 
en la sección se determina por las dos ecuaciones; 


a‘ ' b- 1 c» ■ 
z = h. 

De aquí que, 1) si |ft|<c. el plano z -. 
soide por una elipse de semiejes 


( 2 ) 

•h se corta con el elip- 


«* = fl /1-£. 

** = £, Y I —. 


') Estas superficies también se llaman cuádricas (,V. del T.) 
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que está situada simétricamente respecio a ios planos Ova y Oyz\ 
2 ) las cantidades o* y b* tienen valor máximo para ft = 0 (entonces 
a* —a, b* = b); mejor dicho, la elipse mayor se ?orma en la sec¬ 
ción con el plano coordenado 2 = 0; 3) al crecer | h | las cantidades a* 
y b* disminuyen; 4) para h=±c las cantidades a* y b* se anulan, 
es decir, la elipse formada por la sección del elipsoide ( 1 ) con el 
plano z- c o con el plano z — —c, degenera en un punto; es 
decir, los planos 2 = ±c son tangentes al elipsoide; 5 ) para j/i| >c 
las ecuaciones ( 2 ) determinan una elipse imaginaria; esto significa 
que, para |/í|>c, el plano z = h no se corta con el elipsoide dado. 



Un cuadro completamente análogo resulta al considerar las sec¬ 
ciones de un elipsoide por planos paralelos a los planos coorde m.los 
0x2 y Oyz. Precisemos solamente, que el mismo plano 0x2 corta al 

elipsoide por una elipse determinada por las ecuaciones -£ 7 +— = 
= 1 e y = 0 , y el plano O y 2 , por una elipse determinada por las 
ecuaciones = 1 y .v -0 (véase la fig. 112 donde están re¬ 

presentadas las secciones del elipsoide (1) con ios pianos Oxy, 0x2 y 
z‘— h). 

De todo lo expuesto llegamos a la conclusión de que el elipsoide es 
ura superficie cerrada, ovalada, que posee tres pianos de simetría 
perpendiculares entre si. En el sistema de coordenadas elegido, estos 
planos coinciden con los planos coordenados. . 

224. Las cantidades a, h, c se llaman semiejes del elipsoide. Si 
todas ellas son distintas, el elipsoide se llama escaleno. Consideremos 
el caso en que dos de las cantidades a. b. c sean iguales. Supon¬ 
gamos, por ejemplo, que n = &. Entonces, las ecuaciones (2) deter¬ 
minan una circunferencia con centro en el eje Oz. De esto se deduce, 
que para a = b, el elipsoide se puede considerar como una superficie 
generada por !a rotación de una elipse alrededor de uno de sus 
ejes. Si el elipsoide se ha formado por la rotación de una elipse 
alrededor de su eje mayor, éste se llama elipsoide alargado de 
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revolución : el elipsoide formado por la rotación de una elipse 
alrededor de su eje menor, se llama elipsoide achatado de revolución. 
Si a = b = c el elipsoide es una esfera. 

225. Consideremos la ecuación 



Su primer miembro contiene la misma expresión que figura en el 
primer miembro de la ecuación canónica del elipsoide. Como esta 
expresión es >0 y el segundo miembro de la ecuación (3) es 
igual a —1, la ecuación (3) no determina ninguna figura real. En 
vista de la analogía con la ecuación (1), la ecuación (3) se llama 
ecuación del elipsoide imaginario. 

226. Seguidamente vamos a ocuparnos de los hiperboloides. Exis¬ 
ten dos hiperboloides: de una hoja y de dos hojas. 

Se llama hiperboloide de una hoja, a la superficie que en un 
sistema cartesiano rectangular de coordenadas se determina por la 
ecuación 


¿1 i_J¿_ 
a 1 r /)' 



(4) 


Se llama hiperboloide de dos hojas, a la superficie determinada 
por la ecuación 



Las ecuaciones (4) y (5) se llaman ecuaciones canónicas de los 
hiperboloides. 

227. En este apartado estudiaremos el hiperboloide de una hoja 


n* T V e* 


I. 


Consideremos sus secciones con los planos coordenados Oxz y Oyz, 
La sección con el plano Oxz se determina por las ecuaciones 



Se ve que ésta representa una hipérbola situada simétricamente res¬ 
pecto a los ejes coordenados Ox, Oz v que se corta con el eje Or (en los 
puntos (a; 0 ; 0) y (— a; 0 ; 0)). La sección con el plano Oyz se 
determina por las ecuaciones 



x = 0. J 


Estas representan una hipérbola simétrica respecto a los ejes Oy, 
Oz y que se corta con el eje Oy (en los puntos (0; b\ 0) y (0; — b; 0)). 
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Consideremos ahora las secciones del hiperboloide dado con los 
planos paralelos a) plano coordenado Oxy. Cada uno de estos planos 
se determina por una ecuación de la forma z = h y la sección del 
hiperboloide con este plano se determina por las ecuaciones: 


í+fr-i+5- 

z = h. 


(G) 


De aquí se ve que: 1) cualquier plano z = h se corta con el hiperbo¬ 
loide (4) formando una elipse de semiejes 


que resulta simétrica con respecto a los planos Oxz y Oyz; 2) las mag¬ 
nitudes a* y b* tienen valor mínimo para ft = 0 (entonces, o*=n, 
&*•=*); o sea, en la sección con el plano coordenado z = 0 se forma 
la elipse de menor tamailo (ésta se llama elipse de garganta del 
hiperboloide de una hoja); 3) al crecer indefinidamente |/t|, las 
magnitudes a * y b* aumentan indefinidamente (fig. 113). 

En resumen, el hiperboloide de una hoja tiene la forma de un 
tubo infinito que se extiende indefinidamente a ambos lados de la 
elipse de garganta. El hiperboloide de una hoja tiene tres planos 
de simetría perpendiculares entre sí; en el sistema coordenado elegido, 
estos planos coinciden con los planos coordenados. 

228. Las cantidades a, b. c se llaman semiejes del hiperboloide 
de una hoja. Las primeras dos de ellas (a y b ) están representadas 
en la fig. 113. Para representar el semieje c en la figura, habría 
que construir el rectángulo principal de alguna de las hipérbolas 
determinadas por las secciones del hiperboloide de una hoja con 
los planos Oxz y Oyz. 

Obsérvese que, cuando a—b, las ecuaciones (6) determinan 
circunferencias con centro en el eje Oz. De esto se deduce que, para 
a = b, el hiperboloide de una hoja se puede considerar como una 
superficie generada por la rotación de una hipérbola alrededor de 
uno de sus ejes, justamente, del eje que no corta a la hipérbola. 

229. Estudiemos a continuación el hiperboloide de dos hojas 



Consideremos sus secciones con los planos coordenados Oxz y Oyz. 
La sección con el piano Oxz se determina por las ecuaciones 
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Vemos que ésta representa una hipérbola simétrica respecto a los 
ejes coordenados Ox, Oz, que se corta con el eje Oz (en los puntos 
(0: 0: c) y (0; 0; —c)). La sección con el plano Oyz se determina 
por las ecuaciones 



* = 0. J 


Estas representan una hipérbola simétrica respecto a los ejes Oy, Oz, 
que se corta con el eje Oa (también en los puntos (0; 0; c) y (0; 0; —c)). 




Consideremos ahora las secciones del hiperboloide dado obtenidas 
por planos paralelos al plano Oxy. Cada uno de estos planos se 
determina por una ecuación de ia forma z = h, y la sección del 
hiperboloide con el mismo se determina por las ecuaciones 



z = h. 


(7) 


De aquí se ve que: 1) si \h\y c, el plano z = h se corta con el 
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hiperboloide de dos hojas por una elipse de semiejes 


j/fZT. **=¿, /£-i. 

que es simétrica con respecto a los planos Oxz y 0//2; 2) a! crecer ] h |, 
las cantidades a * y ¿i* aumentan; 3) si |ft¡ crece indefinidamente, 
a* y b* aumentan también indefinidamente; 4) si, disminuyendo, 
|/t| se aproxima a c, las cantidades a* y b* también disminuyen y se 
aproximan a cero; para h=*±c, se tiene: o* = 0. b* = 0; esto sig¬ 
nifica que la elipse obtenida en la sección con el plano z —c o con 
el plano z=—c, degenera en un punto, o sea, que los planos 
2 — ±c son tangentes al hiperboloide; 5) si |A|<c. las ecuacio¬ 
nes (7) determinan una elipse imaginaria; esto significa que para 
|/i|<c el plano z — h no se corta con el hiperboloide dado (fig. 114). 

En resumen, el hiperboloide de dos hojas es una superficie com¬ 
puesta por dos «hojas» separadas (de aquí el nombre de «dos hojas»); 
cada una de ellas tiene la forma de una copa convexa infinita. El 
hiperboloide de dos hojas tiene tres planos de simetría perpendi¬ 
culares entre si; en el sistema de coordenadas elegido, estos planos 
coinciden con los planos coordenados 

230. Las cantidades a, b, c se llaman semiejes del hiperboloide 
de dos hojas. En la fig. 114 está representada solamente la can¬ 
tidad c. Para representar a y b en la figura habría que construir 
los rectángulos principales de las hipérbolas que resultan en las 
secciones del hiperboloide de dos hojas con los planos Oxz y Oyz. 

Obsérvese que. cuando a — b. las ecuaciones (7) determinan 
circunferencias con el centro en el eje Oz. De aqui se deduce que, 
para a = l>, el hiperboloide de dos hojas se puede considerar como 
una superficie formada por la rotación de una hipérbola alrededor de 
uno de sus ejes, precisamente, del eje que se corta con la hipérbola. 


§ 70. Cono de segundo orden 
231. Cónsideremos la ecuación 



(I) 


Una particularidad de esta ecuación es su homogeneidad, 
es decir, que todos sus términos son de un mismo grado (=2). De 
aquí se deriva la siguiente particularidad geométrica de la superficie 
determinada por ella. 

Si un punto M (distinto del origen de coordenadas) está situado en 
esta superficie, todos los puntos de la recia que pasan por el origen de 
coordenadas y por el punto M, también están situados en esta 
superficie. 

Demostremos esta afirmación. Supongamos que las coordenadas 
del punto Af son (/; m; n) y que N es algún punto de la recta OM. 
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De acuerdo al n° 216, las coordenadas .v, y, z del punto A' se 
determinan por las igualdades 

x = lt, y=ml, 2 = ni. 


en donde i es cierto número. Supongamos que el punto M está 
situado en la superficie considerada; entonces, 


Pero, en este caso. 


o'- + * C‘ • 


0> 


(/<)» 

a- 


(«»/)» 


('■<)« 
' c ! 


■'•(Í + S-S)-». 


y, por lo tanto, el punto A' también está situado en esta 
superficie. La afirmación queda demostrada. 

Advirtamos que esta misma propiedad la posee cada superficie 
que en coordenadas cartesianas se determina por una ecuación 
homogénea (puesto que en los razona¬ 
mientos expuestos r.o se ha usado niás 
que la homogeneidad de la ecuación 
dada). Mejor dicho, la superficie deter¬ 
minada por una ecuación homogé¬ 
nea está formada por rectas que pasan 
por un punto, precisamente por el ori¬ 
gen de coordenadas. Tal superficie se 
llama cónica , o simplemente, cono Las 
rectas que forman el cono se llaman 
generatrices, el punto, por el que pa¬ 
san todas ellas, se llama vértice del 
cono. 

En particular, la superficie que en 
un sistema de coordenadas cartesianas 
se determina por una ecuación de la for¬ 
ma (1), se ¡lama cono de segundo orden. 

Para tener una idea de la forma 
del cono de segundo orden, es suficiente 
considerar su sección por algún plano 
que no pase por el origen de coordena¬ 
das (es decir, que no pase por el vértice) 

Tomemos, por ejemplo, el plano z = c. 

La sección del cono con este plano se determina por las ecuaciones 



Ü + Ü = i 

a' T b'- 1 ’ 

2 = C. 


(-') 


Evidentemente, ésta representa una elipse de semiejes a y b, si¬ 
métrica con respecto a los planos coordenados Oxz y Oyz. 
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De acuerdo a esto, se ha trazado !a fig. 115, donde está repre¬ 
sentado el cono de segundo orden. 

Obsérvese que, si a = b, la elipse determinada por las ecuaciones 
(2) es una circunferencia con centro en el eje Oz y, por consi¬ 
guiente, el cono es circular. 

232. Consideremos la ecuación 


O 


il + ül + il ;=() 

ú a ' ‘ c* U ‘ 


(3) 


Esta determina un punto real, único: * = 0, y = 0, 2 = 0. Sin em¬ 
bargo. en vista de la analogía con la ecuación (1), se llama, fre¬ 
cuentemente, ecuación del cono imaginario. 


§71. Paraboloides 


233. Existen en el espacio dos superficies que son análogas a la 
parábola en el plano. Se llaman paraboloides (elíptico e hiperbólico). 

234. Se llama paraboloide díptico a la superficie que en un sistema 
cartesiano rectangular de coordenadas se determina por la ecuación 

<i> 

(para valores positivos de p y q). La ecuación (1) se llama ecuación 
canónica del paraboloide elíptico. Estudiemos esta superficie por 
el método de las secciones. 

Ante todo, consic’eienos las recc'ores con los planos coordenados 
Oxz y Oyz. Para y — 0, de la ecuación (1), se tiene: a®»- 2 pz: asi pues, 
la sección con el plano Oxz se determina por las ecuaciones 

A® = 2pz. 1 

</ = 0. J 


Vemos que representa una parábola ascendente, simétrica con 
respecto al eje Oz y que tiene el vértice en el origen de coordena¬ 
das; el parámetro de esta parábola es igual a p. La sección con el 
plano Oyz se determina por ias ecuaciones 

<- s = 2 9 2, 1 

* = 0 / 


y representa una parábola de parámetro q situada de un modo análogo. 

Consideremos ahora las secciones del paraboloide dado con planos 
paralelos al plano coordenado Oxy. Cada uno de tales planos se 
determina por una ecuación de la forma z~h, y la sección del 
paraboloide con este plano se determina por las ecuaciones 


P 


4 -£ = 2 h, \ 

■ 1 ' ■ 

Z — h. i 


( 2 ) 
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De aquí se ve que: I) si h > O, el plano z = /i se co rta con el parabo¬ 
loide elíptico por una elipse de semiejes a* = V 2hp, b* = V ' 2 hq, que 
es simétrica con respecto a los planos Oxz y Oyi, 2) al crecer h, 
las cantidades a* y b* aumentan; 3) si h crece indefinidamente, 
las cantidades o* y b * crecen también indefinidamente; 4) si, de¬ 
creciendo, h se aproxima a cero, las cantidades a* y 6* también 
disminuyen y se aproximan a cero; para A = 0, se tiene a*-0, 
b* — 0; esto significa que la elipse formada en la sección del para¬ 
boloide (1) por el piano z = 0 degenera en un punto; mejor dicho. 



el plano z = 0 es tangente al paraboloide elíptico dado; 5) si /i<0, 
las ecuaciones (2) determinan una elipse imaginaria; esto significa 

3 ue, para A<0, el plano z = h no se corta con el paraboloide 
ado (fig. 116). 

De lo expuesto sacamos la conclusión de que el paraboloide 
elíptico tiene la forma de una copa convexa infinita. Tiene dos 
planos de simetría perpendiculares entre si; en el sistema de coor¬ 
denadas elegido, estos planos coinciden con los planos coordena¬ 
dos Oxz y Oyz. El punto que coincide con el origen de coordenadas 
se llama vértice del paraboloide elíptico; los números p y q se 
llaman parámetros. 

Obsérvese que, cuando p = q. las ecuaciones (2) determinan una 
circunferencia con centro en el eje Oz. De aqui que, si p-=q. el 
paraboloide elíptico se puede considerar como una superficie for¬ 
mada por la rotación de una parábola alrededor de su eje. 

235. La superficie que en un sistema de coordenadas cartesiano 
rectangular se determina por una ecuación de la forma 



con valores positivos de p y q), se llama paraboloide hiperbólico. 
Ulora nos ocuparemos del estudio de esta superficie. 
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Consideremos la sección del paraboloide hiperbólico con ei plano 
Oxz. Para y — 0, de la ecuación (3), se tiene: x 1 = '2pz\ o sea, la 
sección con el plano Oxz se determina por las ecuaciones 


x* = 2pz, \ 

í/ = 0. |' 


(4) 


Vemos que representa una parábola ascendente, simétrica con res¬ 
pecto al eje Oz, con vértice en el origen de coordenadas; el parámetro 
de esta parábola es igual a p. 



Fig. 117. 


Vamos a considerar a continuación la sección del paraboloide 
dado con planos paralelos al plano Oyz. Cada uno de estos planos 
se determina por una ecuación de la forma x = h, y la sección del 
paraboloide con este plano, por las ecuaciones 


2z 

x 



( 5 ) 


De aquí que para cualquier h, el plano x=h se corta con el para¬ 
boloide hiperbólico por una parábola descendente, simétrica con 
respecto al plano Oxz (véase el n° 120). Como se ve en la primera 
de las ecuaciones (5), todas estas parábolas tienen un parámetro 
común, igual a ,q\ el vértice de cada una de ellas está situado en 
la línea formada por la sección del paraboloide con el plano Oxz, 
es decir, en la parábola ascendente determinada por las ecuacio¬ 
nes (4) (fig. 11,7). 

Obsérvese que cada plano y=*h corta al paraboloide hiperbólico 
por una parábola ascendente, como puede comprobarse de las ecua¬ 
ciones 


*-? 

y=h. 



que determinan tales secciones; una de estas secciones, precisamen- 
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te, la que corresponde al valor de h = 0, la hemos estudiado en 
primer lugar. 

En lá fig. 117 está representado un trozo de! paraboloide hi¬ 
perbólico; eí borde del trozo representado está formado por dos 
arcos de parábolas ascendentes, cuyos planos son paralelos al pla¬ 
no Oxz, y dos arcos de parábolas descendentes, cuyos planos son 
paralelos al plano Oyz. 

Consideremos, por último, las secciones del paraboloide hiper¬ 
bólico con planos paralelos al plano Oxy. La ecuación de cada uno 
de estos planos es z = h y la sección del paraboloide con este pla¬ 
no se determina por las ecuaciones 

= 2 h. 1 

p i > 

2~h. ) 

Vernos pues, que los planos z = h se cortan con el paraboloide 
hiperbólico por hipérbolas simétricas con respecto a los planos Oxz 
y Oyz. Si /i>0, la hipérbola correspondiente se corta con el plano 
Oxz, si h < 0, la hipérbola se corta con el plano Oyz‘, para h <= 0 
la hipérbola degenera en un par de rectas (en la fig. 117 está repre¬ 
sentada una sección del paraboloide con el plano z = h para el 
caso en que h > 0). 

Lo expuesto nos permite sacar la conclusión de que el parabo¬ 
loide hiperbólico tiene la forma de una silla de montar. Tiene dos 
planos de simetría perpendiculares entre sí; en el sistema de coor¬ 
denadas elegido, estos planos coinciden con los planos coordena¬ 
dos Oxz y Oyz. El punto de coincidencia con el origen de coor¬ 
denadas se llama vértice del paraboloide hiperbólico; los valores p, 
q se llaman parámetros. 

§ 72. Cilindros de segundo orden 

236. Finalmente, vamos a estudiar una ecuación de segundo gra¬ 
do en la que no figura la coordenada variable z. Esta puede escri¬ 
birse de la fbrma 

Ax* + 2Bxy+Cif+2Dx+2Ey + F=0. (1) 

De acuerdo al n° 193, la ecuación (I) determina una superficie 
cilindrica (o como sueie decirse, un cilindro), cuyas genera¬ 
trices son paralelas al eje Oz. Como la ecuación (1) es de segundo 
grado, la superficie determinada por ella es un cilindro de segundo 
orden. 

Hay que señalar que, en realidad, la ecuación (1) no se distin¬ 
gue en nada de la ecuación (-1) § 41, que determina en el plano, 
en coordenadas cartesianas, una linea de segundo orden. De aquí 
que la sección del cilindro considerado por el plano Oxy es una 
línea de segundo orden. Según el carácter de esta linea, existen 
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los cilindros de segundo orden de los siguien¬ 
tes tipos: 

1) Cilindro díptico (fig. 118). Mediante una 
elección adecuada del sistema de coordenadas, 
su ecuación se puede reducir a la forma 


Si a — b, el cilindro es circular. 

2) Cilindro hiperbólico (fig. 119). Su ecuación 
se puede reducir a la forma 

o* 6* 1 • 

3) Cilindro parabólico (fig. 120). Su ecuación 
se puede reducir a la forma 

íf = 2px. 


Puede ocurrir, además, que el primer miembro de la ecuación 
(I) sea un producto de dos factores de primer grado. Entonces, 
el cilindro «degenera» en un par de planos. 



Fig. 119. Fig. 120. 

Por último, puede ocurrir que la ecuación (I) carezca de solu¬ 
ciones reales (por ejemplo, .r 5 -i-i/ s = — 1 ) y, por consiguiente, no 
determine ninguna figura geométrica. Se ha convenido en 
decir que tal ecuación «determina un cilindro imaginario». 

§ 73. Generatrices rectilíneas del hiperboloide de una hoja. 

Construcción de V. Shujov 

237. El estudio de los diversos tipos de superficies de segundo 
orden (véanse §§ 69—72) pone ya de manifiesto que entre ellas 
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hay superficies regladas, es decir, superficies formadas por rectas: 
conos, cilindros. Resulta que, además de los conos y los cilindros, 
son también superficies regladas de segundo orden el hiperboloide 
de una hoja y el paraboloide hiperbólico. Este hecho no se ve 
«a simple vista», sin embargo, se demuestra algebraicamente con 
facilidad. Hagamos la demostración para el hiperboloide de una 
hoja. 

Representemos la ecuación canónica del hiperboloide de una hoja 


en la forma 


o sea 


u J 

c 

X 1 2- 

= 1 

a* c 5 


=Í1 


l 


y 

’F' 


( 1 ) 


Consideremos ahora dos ecuaciones de primer grado: 



en donde a y p son ciertos números, no simultáneamente iguales 
a cero. Si se' han fijado a y p, las ecuaciones (2) determinan si¬ 
multáneamente una recta; variando a y p, obtenemos un sistema 
infinito de rectas. Advirtamos que, al multiplicar las ecuaciones 
(2) miembro a miembro, se obtiene la ecuación (1) De esto se 
deduce que cada una de estas recias está situada por 
completo en el hiperboloide de una hoja. En efecto, 
si las coordenadas x, y, z de un punto satisfacen a las dos ecua¬ 
ciones (2), éstas satisfacen también a la ecuación (I); asi pues, 
cada punto de la recta determinada por las ecuaciones (2), para 
cualesquiera a y p (no simultáneamente iguales a cero), está situa¬ 
do en el hiperboloide considerado de una hoja, o sea, que en éste 
está situada la recta entera. 

Demostremos, finalmente, que por cada punto del hiper¬ 
boloide de una hoja pasa una y sólo una recta del 
sistema Indicado. Sea M 0 (x 0 : y a -, z 0 ) un punto arbitrario dei 
hiperboloide de una hoja; como sus coordenadas satisfacen a la 
ecuación del hiperboloide, se tiene, 

(?+?)(?-?)-('+¥)('-«• i» 

Vamos a buscar los números a, p de tal modo, que la recta co¬ 
rrespondiente del sistema (2) pase por el punto M 0 . Como las coor¬ 
denadas del punto M„ tienen que satisfacer a ¡as ecuaciones de 
esta recta, para la determinación de a y p se tienen dos ecuaciones: 
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•(í+sHO+f). i 

*(*-*)—O-í)- j 

Si de la primera de las ecuaciones de este sistema 

hallamos que, (5= ¿a, en donde 

Ü + Í2 


Para p=fta queda también satisfecha la segunda ecuación del sis¬ 
tema (4); esto se deduce de las relaciones (3) y (5). Sustituyamos 
p = *a en las ecuaciones (2), suponiendo que a es arbitrario, pero 
diferente de cero. Como después de esta sustitución los dos miem¬ 
bros de ambas ecuaciones tienen un factor común a. éste se puede 
simplificar y obtenemos un par determinado de ecuaciones 



que corresponde a una recta determinada; esta recta pasa por el 
punto M„ (porque los números a y p se han elegido de acuerdo 
a las igualdades (4)). 

Si 1 ry =0, la fórmula (5) carece de sentido; pero, si 1 -f-& — 
= 0, inevitablemente será 1—^*¡£0. En este caso, la solución dei 

sistema (4) se puede hallar partiendo de la segunda de sus ecua¬ 
ciones y después, de un modo semejante a lo anterior, se puede 
demostrar que también en este caso por el punto Af 0 pasa una 
recta única del sistema (2). 

En conclusión, para diversos valores de a y p, las ecuaciones 
(2) determinan un sistema infinito de rectas que están situadas en 
el hiperboloide de una hoja y lo cubren por completo. Estas rectas 
se llaman generatrices recliiineas del hiperboloide de una hoja. 

Hemos demostrado que el hiperboloide de una hoja está forma¬ 
do por rectas, es decir, que es una superficie reglada. Pero, 
además, el hiperboloide de una hoja es una superficie dos veces 
reglada. Esto significa que tiene dos sistemas de generatrices 
rectilíneas. 

En efecto, análogamente a las ecuaciones (2) se pueden obtener 
tas ecuaciones 
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§§¡¡¡1 


tefe 


Las ecuaciones (G) también determinan un sistema de generatrices 
rectilíneas de! hiperboloide de una hoja y, además, diferentes del 
determinado por las ecuaciones (2). 

En la fig. 121 está representado el hiper- 
^-r-V IV J boloide de una hoja con sus dos sistemas de 

l\ /' / generatrices rectilíneas. 

vvÍXXAY/\<'/ 238. Sin entrar en detalles, indiquemos 


Fig. 121. Fifi' 

que el paraboloide hiperbólico 

2 

p i 


también tiene dos sistemas de generatrices rectilí¬ 
neas, una de los cuales se determina por las ecuaciones 

»(A + f?)- 2P '' "te-#)- 

y la otra, por las ecuaciones 



En la fig. 122 está representado el paraboloide hiperbólico con 
sus dos sistemas de generatrices rectilíneas. 

239. El conocido ingeniero ruso Vladiinir Shujov tuvo la idea 
de emplear el carácter reglado del hiperboloide de una hoja en la 
técnica de las construcciones. Vladimir Shujov propuso una cons¬ 
trucción de vigas metálicas situadas del mismo modo que las ge¬ 
neratrices del hiperboloide (circular) de una hoja. Tales construc¬ 
ciones resultaron ser ligeras y de gran resistencia. Frecuentemente, 
se emplean en las instalaciones de depósitos de agua a presión y 
de altas antenas de radio. 


221 



Apéndice 


ELEMENTOS DE LA TEORIA DE LOS 
DETERMINANTES 


§ 1. Determinantes de segundo orden y sistemas dedos 
ecuaciones de primer grado con dos incógnitas 

1. Supongamos dada una tabla cuadrada de cuatro números 
«i. “s. b v b¿ 


/o, b t \ 

. W V 


(1) 


La diferencia a t b i ~aj>, se llama determinante de segundo orden 
correspondiente a la tabla (I). Este determinante se representa por 

la notación 1 , l ; de acuerdo a esto, se tiene: 

I a i b a 


fl. b. 

a s b , -A—A- 


( 2 ) 


Los números a,, a„ b,, ¿> g se llaman elementos del determinante. 
Se dice que los elementos a,, í> 3 están situados en la diagonal 
principal del determinante y los elementos a a , b x , en la diagonal 
secundaria. De este modo, el determinante de segundo orden es 
igual a la diferencia entre los productos de los elementos situados 
en la diagonal principal y en la diagonal secundaria. 

Por ejemplo, 


-2 5 
-4 3 


— 2 3 —(— 4) • 5 = 14. 


2. Ahora explicaremos cómo se emplean los determinantes de 
segundo orden para la investigación y averiguación de las solu¬ 
ciones de un sistema de dos ecuaciones’ de primer grado con dos 
incógnitas. 
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Consideremos un sistema de dos ecuaciones: 


a l x+b i y=h 1 , \ 
a.x+b i y = h i , ( 

con las incógnitas x, y (los coeficientes a¡, b¡, a¡, b.¿ y los térmi¬ 
nos independientes h¡, h? se suponen dados). Un par de números 
x 0 , y 0 se llama solución del sistema (3), si éstos satisfacen al sis¬ 
tema (3), es decir, si al sustituir las letras x, y por los números 
correspondientes x 0 , y 0 , cada una de las ecuaciones (3) se convierte 
en una identidad aritmética. 

Aquí buscaremos todas las soluciones del sistema (3) y, a la 
vez, liaremos su análisis, o sea, aclararemos en qué casos el sis¬ 
tema (3) tiene solución única, en qué casos tiene más de una 
solución y en qué casos no tiene ninguna solución. Emplearemos 
el conocido método general de eliminación de las incógnitas: 
multipliquemos ambos miembros de la primera ecuación por b v 
ambos miembros de la segunda ecuación por —6 S y, después, su¬ 
memos miembro a miembro las igualdades obtenidas; de este modo 
se elimina la incógnita y y se tiene: 

(a A —oJ) l )x = bji t —b¡ht. (4) 

Análogamente, eliminando en el sistema (3) la incógnita x, halla¬ 
mos: 

(oA-oA)í' ! =aA-flA- (5) 

Hagamos las notaciones siguientes: 

A -I 0 ' b ' I 

” I a * b t I ’ 

<J* < 6 > 



Entonces, las ecuaciones (4) y (5) se pueden escribir asi: 

A-x=A„ A-i/ = A r . (7) 

El determinante A formado por los coeficientes de las incógnitas 
del sistema (3) se llama determinante de este sistema. El determi¬ 
nante A, se obtiene sustituyendo los elementos de la primera columna 
del determinante A por los términos independientes del sistema (3); 
el determinante A y se obtiene del determinante A sustituyendo 
los elementos de la segunda columna del determinante por los 
términos independientes del sistema (3). 
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Supongamos que A =?£= 0. Entonces, áe las ecuaciones (7), hallamos: 



o ue una iorma desarrollada: 


ft i *1 «i h y 

h ’ b « „ — *8 
a, 6, ’ * <j, í>, 

a. 6, a, 6, 


( 8 ) 


Evidentemente, estas fórmulas proporcionan la solución del sistema 
deducido (7). También proporcionan la solución del sistema original 
(3). Para persuadirnos de esto, es necesario sustituir las incógnitas x, 
V, en los primeros miembros de las ecuaciones (3) por las expre¬ 
siones (8); después de esta sustitución (y como resultado de 
«evaluar» los determinantes A, A,, A y , y de unos cálculos elemen¬ 
tales que el lector puede efectuar) se pone de manifiesto que el 
primer miembro de la primera de las ecuaciones (3), es igual al 
número /t,, el primer miembro de la segunda de las ecuaciones (3) 
es igual a h v lo que indica que las fórmulas (8) determinan la 
solución del sistema (3). 

Sobre la base de lo expuesto, llegamos a la conclusión de que: 
si el determinante A del sistema (3) es diferente de cero, el sistema 
tiene solución única ; ésta se determina por las fórmulas (8). 

3. Supongamos ahora que A = 0. En este caso, si al menos uno 
de los determinantes A,.. A, es diferente de cero, el sistema (3) no 
tiene solución (o como suele decirse, las ecuaciones de este sistema 
son incompatibles). 

En efecto, si A = 0, pero, al menos uno de los determinantes 
A*, íV, es diferente de cero, entonces, por lo menos una de las 
igualdades (7) será imposible, o sea, el sistema (7) no tendrá 
solución. Pero, entonces, el sistema (3) tampoco tendrá solución, 
puesto que el sistema (7) se ha deducido del sistema (3) y, por 
lo tanto, cada solución del sistema (3), si es que tal hubiese, 
sería solución del sistema (7). 

Si A == 0, pero, a la vez. A, = A„ =» 0, el sistema (3) tiene una 
infinidad de soluciones (en este caso, una de las ecuaciones del 
sistema es consecuencia de la otra). 

En efecto, si A = A x =A y = 0, es decir, si 


a,b,—Oj6, = 0, «A — aA = °, Vs—V‘. = 0, 


los coeficientes de las incógnitas y los términos independientes 
de las ecuaciones dadas son proporcionales. Esto significa que una 
de las ecuaciones del sistema se obtiene multiplicando todos los 
términos de la otra ecuación por un factor común, o sea, en el 
sistema sólo hay una ecuación esencial, por ejemplo, a l x + b l y = h¡, 
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la otra es consecuencia de ésta. Pero una ecuación de la forma 
a i x J rb¡y — h l siempre tiene una infinidad de soluciones, ya que a 
una de las incógnitas se le puede asignar un valor numérico 
arbitrario y la otra se puede hallar, respectivamente, de la ecuación 
(por ejemplo, si 6 ,^ 0 , asignando arbitrariamente valores a x, 
se puede determinar y por la fórmula: 

y 


Nota. En estos razonamientos se ha supuesto que cada ecua¬ 
ción del sistema tiene solución por separado. Si se^consideran 
sistemas que contienen igualdades contradictorias, la 'proposición 
enunciada es errónea. Por ejemplo, el sistema 

0or+0-í/=l, 

0-*4-0-y= 1, 

satisface a las condiciones: A = 0, A, = 0, A,, = 0; sin embargo, 
este sistema no tiene ninguna solución. 

4. En resumen, si el determinante del sistema (3) es diferente 
de cero (A=¡t=0), el sistema tiene solución única (que se determina 
por las fórmulas (8)); si A*0, el sistema o no tiene solución o tiene 
una infinidad de ellas. 


Ejemplo 1. Hallar todas las soluciones del sistema 


3* + 4y=2, I 
2*+3y = 7. I 

Solución. Calculemos el detono nanle del sistema: 


3 4 

2 3 


= 3 3—2-4=1. 


Como A 0, el sistema licnc solución únxa. que se determina por las 
fórmulas (8). Busquemos A, y A¡,: 


A.-? 3 


.2-3- 


De aquí, 


Aj , = \\ J =3-7—2 2 


4-7=-22, 
17. 


A-.--a.-a. 


■? 


1 


Ejemplo 2. Hallar todas las soluciones del sistema 

3*+4¡f=l. I 

6x+8y = 3. ( 


Solución. Calculemos el determinante del sistema: 

A = I c í 1 = 3-8—4-6=0. 


Como =0. el sistema dado, o no tiene ninguna solución, o tiene una 
inlinidad de ellos. Para determinar cuál de estos casos tienen lugar, hallamos 
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a* y V 

¿HásH- 12 =- 4 - 
HeáH- 6 - 3 - 

Como A = 0, pero A, ^ 0, ^ 0, el sistema dado no tiene solución. 

Nota. A la misma conclusión se puede llegar inmediatamente si se mul¬ 
tiplican todos los términos de la primera ecuación por 2 y se resta el resultado 
término a termino de la segunda ecuación; se obtiene la igualdad 0=1, que es 
contradictoria. Por consiguiente, las ecuaciones dadas son incompatibles. 

Ejemplo 3. Hallar todas las soluciones del sistema 
3*J-4p= I, l 
6x+8y = 2. | 

Solución. Los coeficientes de sr, y son los mismos que en el ejemplo 2; 
por eso, A = 0. Por consiguiente, el sistema dado o no tiene ninguna solución, 
o tiene una infinidad de ellas. Pero, se observa, que la segunda ecuación del 
sistema es consecuencia de la primera (resulta de multiplicar todos los términos 
de la primera ecuación por 2). Por lo tanto, ya que el sistema se reduce a una 
ecuación, éste tiene infinitas de soluciones; éstas se obtienen dando a x valores 
numéricos arbitrarios y hallando los valores correspondientes de y por la fórmula 

l—3x 

p=- 3 -, 

5. Consideremos, particularmente, un sistema de dos ecuaciones 
homogéneas con dos incógnitas 

a t x+b,y = 0. I , q 

a t x 4- b t y = 0, / > 

es decir, un sistema de ecuaciones, cuyos términos independientes 
son iguales a cero. 

Es evidente que tai sistema siempre tiene solución nula: *=»0, 
y = 0. Si A#0, esta solución es única; si A = 0, el sistema ho¬ 
mogéneo, además de la solución nula, tiene una infinidad de 
soluciones (puesto que para ei sistema homogéneo ei caso de 
ausencia de soluciones está excluido). Estas conclusiones se pueden 
formular así: un sistema homogéneo {9) tiene solución no nula cuando, 
y sólo cuando, A = 0. 


§ 2. Sistema homogéneo de dos ecuaciones de primer grado con 
tres Incógnitas 


6. Resolvamos el sistema de dos ecuaciones homogéneas 

a¡x + b,y-\-c¡z — 0, I 

a í í-!-b 2 ^+CjZ = 0 / 


con tres incógnitas x, y, z. Supongamos que 



( 1 ) 

( 2 ) 
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Escrioamos et sistema (1) en la forma 

a l x+b t y = - t;i¿ . I (3) 

o.Y + b-i!/ = — c.z | 

y supongamos que a la incógnita z se le ha asignado algún valor 
numérico. Para un valor numérico determinado de z. el sistema (3) 
tiene solución única, que se puede obtener aplicando las fórmu¬ 
las (8) § 1: 

1-crM 

r -1 ~ c ** '■«! 

?. ' 


„=lf»_=í«ü 

y i«. 1.1 • 


Los números x. y, ¡untos con el número z, forman una solución 
del sistema dado II); a diversos valores núnericos de z corresponden 
diferentes soluciones del sistema (I) (el sistema (I) tiene infinidad 
de soluciones, ya que z se puede elegir arbitrariamente). 

Escribamos las fórmulas (4¡ de una forma más conveniente. 
Ante todo, hagamos notar que 


-c,z b, 

- b ' C ‘ z, 

«■ -c >* = _ 

— c 2 z 

b t c s 

a, — c.z 


basándose en estas igualdades, las fórmulas (4) se pueden escribir 
asi: 


Hagamos las notaciones 
a ,1 b > c i I 


I b * c a I 1°, c» 

ahora, de las fórmulas (5), se tiene: 


Designemos — con la letra t. En este caso. z= A 3 - 1, y x e y, 

según las fórmulas (7), se expresarán por las igualdades: a = A,-í, 

(/ = — \l. 

Obtenemos las fórmulas 

x = A I -/, y= A,-/, z = A a -í, (8) 
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las cuales determinan lodos las soluciones del sistema (1) (cada 
solución por separado se obtiene para un valor numérico determi¬ 
nado de t). 

Para los cálculos es conveniente tener en cuenta que los de¬ 
terminantes A,, A», A s se obtienen suprimiendo alternativamente 
las columnas de la tabla 



7. A la deducción anterior se llegó suponiendo que A 3 =^0 
(véase la desigualdad (21). 

En el caso en que A 3 = 0. pero que sea diferente de cero al 
menos uno de los determinantes A„ A s . la deducción se reduce a 
lo anterior, alternando el papel de las incógnitas (si, por ejemplo, 
¿.=^0. se debe suponer que se asignan valores numéricos arbitra¬ 
rios a la incógnita y y que x y z se determinan, respectivamente, 
de las ecuaciones del sistema). El resultado final es el mismo, 
es decir, todas las soluciones del sistema se determinan por las 
fórmulas (8). 

Si los tres determinantes A,. A a . A 3 son iguales a cero, o sea, si 
b,c,— b 2 c, = 0, G,e s — 0 s r,=* 0, a¡b t — b,a t =* 0, 
los coeficientes de las ecuaciones de) sistema (1) son proporcionales. 
En este caso, una de las ecuaciones del sistema es consecuencia 
de la otra: una de las ecuaciones se obtiene multiplicando todos 
los términos de la otra por un factor numérico. Así pues, para 
¿ =0, a„ =,0, A 3 = t>, el sistema, en realidad, se reduce a una 
ecuación.'Es natural que tal sistema tiene una Infinidad de solu¬ 
ciones; para obtener una de ellas hay que asignar a dos de lus 
incógnitas valores numéricos arbitrarios y la tercera hay que 
hallarla de la ecuación. 

Ejemplo I. Hallar todas las soluciones del sistema 
3x-t-Si/-t-8z = 0, \ 

7x+2!,-M*“0. | 

Solución. Según el n c 6. se tiene: 

A,=s4. A,*—44. A,= —29. 

Todas las soluciones del sistema dado se determinan por las fórmulas 
x = 4r. p=44<, z-— 29(. 

en donde f puede tomar valores arbitrarios. 

Ejemplo 2. Hallar todas las soluciones del sistema 
3x+2¡/—3r=0.^ 

6x-j-4¡/—€z=0. ( 

Solución. Se tiene. A, = 0. A s =0. A n = 0; el sistema contiene solamente, 
una ecuación esencial (la segunda ecuación se obtiene multiplicando la primera 
por 21. Cualquier solución del sistema se compone de tres números x, y, a, en 

donde x. y son arbitrarlos y r = —n— . 



§ 3. Determinantes de tercer orden 

8. Sea dada una tabla cuadrada de nueve números a,, a~ , a», b„ 
b 3 , b.. e v c 3 , c 3 : 

/a, cA 

a » c i (1) 

V a * c,/ 

Se llama determinante de tercer orden , correspondiente a la tabla 
(1), a/ número designado con ¡a notación: 

a, b, c, 
o, ¿> 3 c, 
a J fr) c, 

y que se determina por la igualdad 
a, ft, c, 

a t />, c, =a,6 2 c 3 + í l c,o,+c 1 a, 6 ,—c, 6 , 03 —VtCj— a i^A (2) 

a 3 

Los números a„ a,, a„ ¿> 3 , ¿>„ c„ c 3 , c 3 se llaman elementos del 
determinante. Los elementos a„ b t , c, están situados en la diagonal 
del determinante llamada principal-, los elementos a¡. b t , c¡ forman 
su diagonal secundaria. 

Hay que tener presente que los primeros tres sumandos del segundo 
miembro de la igualdad (2) representan productos de elementos del 
determinante, tomados tres a tres, asi como se señala con diversos 
trazos de puntos en el esquema de la izquierda que presentamos a con¬ 
tinuación: 



Para obtener los otros tres términos del segundo miembro de la 
igualdad (2) es necesario multiplicar los elementos del determinante, 
tres a tres, así como se señala con diversos trazos de puntos en el 
esquema de la derecha, cambiando luego de signo a cada uno de los 
productos obtenidos 

La regla indicada, llamada regla de los triángulos, permite 
escribir la fórmula (2) sin hacer un gran esfuerzo mental para ser 
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recordada y calcular el determinante de tercer orden con elementos 
numéricos dados {sin tener que escribir previamente la fórmula (2)). 

Por ejemplo, 

= 3- 1 -(—2)-f( —2)-3-2+ (—2)-0- 1 — 

—2 -1 • I —3-0-3 —(—2)•{—2)-(—2)= —12. 

9. Los determinantes son de gran uso en las matemáticas, así 
como en sus aplicaciones. Más adelante veremos la aplicación de los 
determinantes de tercer orden para la investigación y resolución de 
sistemas de tres ecuaciones de primer grado con tres incógnitas. 
Pero antes tenemos que dar a conocer algunas propiedades de los 
determinantes. En el siguiente n° se señala una serie de propie¬ 
dades importantes de los determinantes; todas las aclaraciones 
relativas a estas propiedades se harán para los determinantes de 
tercer orden; sin embargo, éstas son inherentes a los determinantes 
de cualquier orden (al final de este apéndice se expone el concepto 
de determinante de orden mayor que el de tercero). 

10. Propiedad 1. El valor de un determinante no varía, si 
sus filas se cambian por sus columnas, cambiando cada fila por la colum¬ 
na del mismo orden, o sea 



o, b, 
a, b, 

o» b. 



o, a„ 

b, b, 

c, c. 


(3) 


Esta propiedad se puede expresar también así: si se cambian de lugar 
los elementos del determinante situados simétricamente con respecto 
a la diagonal principal, el valor del determinante no se altera. 

Para la demostración de esta propiedad, es suficiente aplicar la 
regla de los triángulos a los dos miembros de la igualdad (3) y compa¬ 
rar los resultados obtenidos. 


Nota. La propiedad 1 significa que las filas y columnas del 
determinante son equivalentes; por eso, las propiedades ulteriores 
del determinante inherentes a sus columnas y sus filas será 
suficiente demostrarlas solamente para sus columnas o solamente para 
sus filas. 


Propiedad 2. La permutación de dos columnas o de dos filas 
de un determinante es equivalente a la multiplicación del determi¬ 
nante por—1. 

Por ejemplo. 


a, b, c¡ 


c¡ ó, a l 

at b 2 c. 

= — 

c t b , a. 

b, c, 


c, ó 8 a 3 
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Para la demostración de la igualdad (4) es suficiente aplicar la 
regla de los triángulos a los dos miembros de ella y comparar luego 
los resultados obtenidos (asimismo se establecen las igualdades aná¬ 
logas correspondientes á la permutación de otras filas del determi¬ 
nante). 

Propiedad 3, Si un determinante tiene dos columnas iguales 
o dos filas iguales, éste es igual a cero. 

En efecto, sea A un determinante que tiene dos columnas iguales. 
Si permutamos estas columnas, por una parte, de acuerdo a la pro¬ 
piedad 3, el determinante cambia de signo. Pero, por otra parte, 
como las columnas permutadas son iguales, su permutación no puede 
alterar el determinante. Por consiguiente. A——A, osea, 2A=0, 
de donde A = 0. 

Por ejemplo, 

3 3 171 

5 5 8 =0. 

7 7 9 


Propiedad 4. La multiplicación de todos los elementos de 
una columna o de una fila de un determirumte por un número cualquiera 
k es equivalente a la multiplicación del determinante por este número k. 

Esta propiedad se puede enunciar también así: el factor común 
de todos los elementos de una columna o de una fila de undeterminante 
se puede sacar fuera del signo del mismo. 

Por ejemplo. 


ka , 6, c, 


a, 6, c, 

ka t b. t c. 


a, b, c, 

ka 3 6, c 3 


k, c 3 


Para demostrar esta propiedad es suficiente observar que el 
determinante se expresa en forma de una suma, cada término de la 
cual contiene como factor un elemento de cada fila y un elemento de 
cada columna (véase la fórmula (2) n° 8). 


Propiedad 5. Si todos los elementos de una columna o de una 
fila _son iguales a cero, el determinante es igual a cero. 

Esta propiedad es un caso particular de la anterior (para k = 0). 
Por ejemplo: 


I 0 
3 0 
7 0 



Propiedad 6. Si los elementos correspondientes de dos co¬ 
lumnas o de dos filas de un determinante son proporcionales, el determi¬ 
nante es igual a cero. 


8 ' 
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Esta propiedad se deduce de las propiedades 4 y 3. En efecto, si 
los elementos de dos columnas de un determinante son proporcionales, 
los elementos de una de ellas se obtienen multiplicando los 
elementos de la otra por cierto factor común. Sacando este factor fuera 
del determinante, se obtiene un determinante con dos columnas igua¬ 
les; de acuerdo a la propiedad 3. éste es igual a cero. 

Por ejemplo, 


8 4 7 


4 4 7 

10 5 9 

= 2 

5 5 9 

6 3 11 


3 3 11 


Propiedad 7. Si cada elemento de la n-ésima columna (o de 
la n-ésima fila) de un determinante representa una suma de dos 
sumandos, el determinante se puede representar en forma de una 
suma de dos determinantes, uno de los cuales tiene en la n-ésima 
columna (o en la n-ésima fila) los primeros sumandos indicados y, 
el otro, los segundos sumandos ; los elementos situados en los otros 
lugares son los mismos para los tres determinantes. 

Por ejemplo, 


a\+a\ ¿>, c. 


a[ í>, c, 


a] 6, c, 

a; + a‘, b, c t 


ai b, c s 

+ 

a, b. c. 

o;-i-o; b, c. 


a', b, c. 


a‘, b, c. 


Para demostrar esta igualdad es suficiente aplicar la regla de 
los triángulos a los determinantes escritos en ambos miembros de 
la misma y comparar los resultados obtenidos. 

Propiedad 8. Si a los elementos de una columna (o de una 
fila) se les agrega los elementos correspondientes de otra columna 
(o de otra fila), multiplicados por cualquier factor común, el valor 
del determinante no se altera. 

La propiedad 8 se deduce de las propiedades 7 y 6; aclaremos 
esto con un ejemplo. Supongamos que a los elementos de la pri¬ 
mera columna se les ha agregado los elementos de la segunda 
columna multiplicados por cierto número k. Entonces, de acuerdo 
a la propiedad 7 se tiene: 


a í + kb¡ b¡ Cj 


Al *■ c, 


kb i b i c i 

a,-\-kb, b t c, 

— 

a s b, c t 

+ 

kb, b, Cj 

a, + kb, b„ c. 


a 3 b, c. 


kb, b, c, 


El segundo de los determinantes obtenidos tiene dos columnas 
proporcionales. Por consiguiente, por la propiedad 6, es igual a 
cero; resulta la igualdad 


a t +kb, b, c j 


a, b , c, 

a, + kb, b, c. 


a, b, c t 

a, + kb, b, c s 
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que en este caso expresa ia propiedad indicada del determi¬ 
nante. 

Las propiedades ulteriores dé los determinantes están relacio¬ 
nadas con los conceptos de complemento algebraico y de menor. 

§ 4. Complementos algebraicos y menores 
11. Consideremos el determinante 

«i b i c , 

A = a t b t c s . (1) 

°a b > c s 

Por la definición (véase n° 8) 

A = a,b t c,+b,c¿i, + c l a 1 b 3 —c l b¿i 3 —b,a¿ 3 —a l c 2 b a . (2) 

Agrupemos aquí todos los términos que contienen uno de los 
elementos del determinante y saquemos este elemento fuera del 
paréntesis; la cantidad que queda encerrada entre paréntesis se 
llama complemento algebraico de este elemento. El complemento 
algebraico de un elemento se designará con una letra mayúscula 
de la misma denominación y del mismo índice que la letra con 
la que se designa el mismo elemento. Por ejemplo, el complemento 
algebraico del elemento a, se designará mediante A¡, el de 6„ 
mediante fl„ etc., etc. 

Propiedad 9. El valor de un determinante es igual a la 
suma de los producios de los elementos de una columna (o de una 
fila) por sus complementos algebraicos. 

Mejor dicho, se verifican las igualdades siguientes: 

A = a,/1, + + o s >l 3 , A = a,Ai + i> 1 fli-rC,C 1 , (3) 

A = ¿>,5, -fújBj-f ¿> 3 fl 3 , A = a 3 .4j-t-¿> 3 fl s -f c 5 C 3 , (4) 

A -~c 1 C l + c a C, -pCjCj, A + b 3 fl 3 +c,Cj. (5) 

Para demostrar, por ejemplo, la primera de estas igualdades, es 
suficiente escribir el segundo miembro de la fórmula (2) en la 
forma 

A -a, (6 2 c 3 — Ví) + a, (* 3 c, — b t e¿ +a 3 (V-—V,); 
las cantidades que figuran entre paréntesis son los complementos 
algebraicos de los elementos a,, a„ a 3 . etc., etc., es decir, 
b a c i = A ¡ ; b 3 c i —b l c 3 = A t \ b x c 3 — b i c, = A 3 . 

De aquí y de lo anterior obtenemos: 

A — a x A x +a t A t -\-a a A a , 

que es lo que se quería demostrar. Las otras igualdades (3—5) se 
demuestran análogamente. La expresión del determinante mediante 
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alguna de las fórmulas (3—5) se llama desarrollo del determinante 
por los elementos de una columna o de una fila (la primera fór¬ 
mula proporciona el desarrollo por los elementos de la primera 
columna, etc., etc.). 

12. Se llama menor de un elemento de un determinante, al 
que se obtiene suprimiendo la fila y la columna del determinante 
dado, en la intersección de las cuales está situado este elemento. 
Por ejemplo, el menor del elemento a, del determinante A es el 

determinante j^^j, el menor del elemento 6, es el determinante 
h ?|, etc., etc. 

I fl 3 ^3 1 

Resulta, que el complemento algebraico de cualquier elemento de 
un determinante es igual al menor de este elemento, tomado con 
signo más, si la suma de los números que indican el orden de la 
fila y de la columna, en cuyas intersecciones está situado el ele¬ 
mento considerado, es par, y con signo contrario, si esta suma es 
impar. Para comprobar esto, el lector ha de considerar los com¬ 
plementos algebraicos de todos los elementos del determinante y 
compararlos con sus menores. 

Esta circunstancia facilita substancialmente el uso de las fór¬ 
mulas (3—5). puesto que da la posibilidad de escribir los com¬ 
plementos algebraicos de los elementos del determinante inmediata¬ 
mente, «observártelo» simplemente este determinante. Es conveniente 
tener presente también el esquema siguiente: 



donde están señalados con signo más los lugares de los elementos, 
cuyos complementos algebraicos son iguales a los menores, tomados 
con sus propios signos. 

Ejemplo. Calcular el determinante 

2 4 6 

4= 5 12 19 , 

3 9 17 

desarrollándole por los elementos de su primera tila. 

Solución. 


¡12 19 _ 
| 9 17 


. 5 19 
4 3 .7 +6 


Nota. El cálculo del determinante mediante su desarrollo por los elementos 
de una columna o de una tila, se.puede simplificar, transformándolo previa¬ 
mente de acuerdo a la propiedad 8. A saber, multiplicando los elementos de una 
columna (o de una lila) por un tactor cualquiera y agregándolos después a los 
elementos de otra columna (o de otra fila), se obtiene un determinante nuevo que 
es igual al dado; eligiendo adecuadamente el tactor, se puede conseguir que uno 
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de los elementos del determinante obtenido sea igual a cero. Repitiendo una vea 
más esta operación, se obtiene un determinante igual al dado, en el cual dos 
elementos de una columna (o de una fila) son iguales a cero. Calculando el 
determinante obtenido mediante su desarrollo por los elementos de la columna 
indicada (o de la fila), resulta solamente un menor, puesto que los oíros dos 
menores se multiplican por elementos iguales a cero. Así, por ejemplo, calculando 
el determinante A propuesto en el ejemplo anterior, hacemos las transformaciones 
previas: a los elementos de la segunda columna agregamos los elemenlos de la 
primera columna multiplicados por (—2), después, a los elementos de la tercera 
columna agregamos los elemenlos de la primera columna multiplicados por (—3); 
resulta: 

12 i) OI 


4= 8 2 4 


3 3 8 


Desarrollando este determinante por los elementos de la primera fila, obtene¬ 
mos: 


A-2 


2 4 

3 8 


—O- 


5 4 
3 8 


+ 0 . 


5 2, 
3 3] 


= 8 . 


13. A continuación se dan algunas recomendaciones importan¬ 
tes para la discusión y resolución de un sistema de ecuaciones de 
primer grado con tres incógnitas*). 

Dado el determinante 


A 


a, ¿>, c, 
a, 6, c, , 
a, f>, c, 


U) 


escribamos su desarrollo por los elementos de una fila o de una 
columna, por ejemplo, por los elementos de la primera columna: 


A = a l <4 1 + o a A, + a s /l a . (6) 

Sustituyamos en el segundo miembro de esta igualdad los núme¬ 
ros a„ <f s , a 3 por números cualesquiera A,, A,, A 3 ; entonces, el 
segundo miembro de la igualdad (6) representará el desarrollo por 
los elementos de la primera columna de un determinante, que se 
obtiene del determinante A, sustituyendo los elementos de su pri¬ 
mera columna por los números A„ A 2 , k»■ 


h\A i + h t A . ■+■ ft 3 A 9 = 


A, 6, c, 
ft a 6 a c, 
Aa b, c„ 


(7) 


Tomemos ahora en lugar de Al h 2 , A, los elementos de la se¬ 
gunda o tercera columna del determinante dado (o sea, tomemos 


*) Los proposiciones análogas relativas a los determinantes de orden superior 
se emplean en la discusión y resolución de un sistema de ecuaciones de primer 
grado con cualquier número de incógnitas. 
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fci“=í>i. h 3 = b 3 , h 3 = b 3 o h l = c¡, h t = c 3 , h 3 = c 3 ). En este caso, 
el determinante (7) tendrá dos columnas iguales y, por consiguien¬ 
te, será igual a cero; resulta la igualdad 

Mi+Mi+M»=°. (8) 

o 

o¡A,+ + c »A 3 = 0. (9) 

Si partimos del desarrollo del determinante A por los elemen¬ 
tos de su segunda columna, de un modo análogo se obtienen las 
igualdades; 

+ ( 10 ) 

c¡B¡ + CjC 2 + c 3 li 3 = 0. ( 11 ) 

Partiendo del desarrollo del determinante A por los elementos de 
su tercera columna, se obtienen las igualdades: 

aiC,+a t C,+fl a C, = 0. (12) 

b 1 C 1 +b í C 2 + 6,C a -0. (13) 

Además, se verifican seis igualdades semejantes para las filas del 
determinante. 

Basándose en lo expuesto, podemos formular la siguiente pro¬ 
piedad de los determinantes: 

Propiedad 10. ¿a suma de los productos de los elementos de 
cualquier columna (o de cualquier fila) de un determinante por los 
complementos algebraicos de los elementos correspondientes de otra 
columna (o de otra fila), es igual a cero. 

§ 5. Discusión y resolución de un sistema de tres 
ecuaciones de primer grado con tres incógnitas 

14. Consideremos un sistema de tres ecuaciones 
a i x + b i y+c l z=‘h l , \ 

a t x + b 3 y + c t z = h„ \ (I) 

a 3 x + b 3 y+c 3 z = h, ) 

con tres incógnitas x, y, z (se suponen dados los coeficientes 
a„ b¡, .... c¡ y los términos independientes h¡. fc s , h„). 

Una terna de números x 3 . y„, z 0 se llama solución del sistema ( 1 ), 
si estos números satisfacen a las ecuaciones del sistema ( 1 ), es decir, 
si al sustituir las letras*, y, z por los números *„, y 0 , z 0 , cada una de 
las ecuaciones (I) se convierte en una identidad aritmética. Dedi¬ 
quémonos a averiguar todas las soluciones dél sistema (I); a la vez, 
haremos la discusión, a sea, aclararemos en qué casos el sistema (!) 
tiene sólo una solución, en qué casos tiene más de una y en qué 
casos no tiene solución alguna. 
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En ios razonamientos ulteriores va a desempeñar un papel princi¬ 
pal el determinante 

o, 6, c, 

A = a, t >, c, , (2) 

a 3 *3 C 3 

formado por los coeficientes de las incógnitas; éste se llama determi¬ 
nante del sistema dado. 

Igual que antes, se designarán con A lt <4 S , ... los complemen¬ 
tos algebraicos de los elementos a„ a t , ... de) determinante A. 
Multipliquemos los dos miembros de la primera ecuación del sis¬ 
tema (1) por ,4,. los de la segunda, por A ,, los de la tercera, por 
A „ y sumemos miembro a miembro estas ecuaciones; se tiene; 

(a l A i -\-a 1 A, + o 3 /1 3 ) x + (b,/!, + M: +Ms) y + 

+ (Ci^i + Cj<4j *!' c 3'^s) ? “ t^l^l +f , 5 í ^2H"^3'^3)- 


De aqui y en virtud de las propiedades 9 y 10, se tiene (véase 
la primera de las igualdades (3) n° 11 y también las igualdades 
(8) y (9) n° 13): 


A-jr = é|<4, 4*^3^34~ b 3 ,4 3 . 

(3) 

Análogamente, hallamos: 


A.y = b í 8 l +h„B t , 

(4) 

A-z +/i,C a ■+- b 3 C 3 . 

(5) 


Representemos por las notaciones A,. A y . A t , los segundos miem¬ 
bros de las ecuaciones (3), (4) y (5), respectivamente. Entonces, 
las ecuaciones (3), (4) y (5) toman la forma 

A-x = A„ A-¡/ = A y , A-z = A„ (6) 

y, como se deduce del n° 13 (véase, por ejemplo, la fórmula (7) 
n° 13); 



Cl 

°i 

b. 

C 1 

«1 

6 , 

'■'l 


C 2 . 

A - a. 

l't 

C 3 . 

A,«= <7, 

*3 

. (7) 



«3 



<*3 

*3 



Conviene tener en cuenta, que los determinantes A», A y , A* se 
obtienen del determinante A mediante una sustitución respectiva 
de su primera, segunda y tercera columna por una columna de 
los términos independientes del sistema dado. 

Supongamos que A^O'. en estas condiciones, de las ecuaciones 
(6). hallamos 



Evidentemente, estas fórmulas proporcionan la solución del 
sistema formado por las ecuaciones (6). Ellas proporcionan fam- 
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bien la solución del sistema inicial (1). Para demostrarlo hay que 
sustituir x, y, 2 en las ecuaciones del sistema por sus expresiones 
(8), y cerciorarse de que se satisface cada una de las ecuaciones (I). 
Hagamos esta sustitución para la primera ecuación; se tiene: 

=, ¿ -a i(hi'4i+hj'4 < + h s >l a ) + ^-ó 1 (/i ) ñ 1 +h*B, + h a B 3 )-\- 
+ ¿-«1 (*i c i + h t C, + h 3 C s ) A, (0,-4, + b,B, +c,C¡) + 

+ 3- A, [a, A t b t B t +c,Cj +j-h 3 (a¡A 3 + b,B 3 + c,C 3 ). 

Pero, en virtud de la novena propiedad de los determinantes, 

y en virtud de la décima, 

OiA 3 -\- b l B i - f- c l C t = O, 

Oi< 4 j + b,B 3 + c,C, = 0 . 

Por lo tanto, 

°'¥ + 6 ' T + c > 

o sea, que los números x, y, 2 , determinados por las fórmulas (8>, 
satisfacen a la primera ecuación del sistema dado; de modo aná¬ 
logo se demuestra que también satisfacen a las otras dos ecua¬ 
ciones. 

Todo lo expuesto nos da la posibilidad de hacer la siguiente 
conclusión: si A>^=0, el sistema (1) tiene solución única; ésta se 
determina por las fórmulas ( 8 ). 

Ejemplo. Dado el sistema 

x+2y+x = 4. \ 

3x — 5y-f-3í = l, > 

2x+7y-a= ¡ 8. J 

hallar lodas sus soluciones. 

Solución. Calculemos el determinante del sistema: 

1 2 1 

ó= 3 —5 3 = 33. 

2 7 —I 
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Como A 0, el sistema dado tiene solución única, que se determina mediante 
las fórmulas (8). De acuerdo a tas íórmtilas (7), se tiene: 


4 2 1 

1 

4 1 

A x = 1 —S .3 =33, 

A,= 3 

1 3 

8 7 -i 

2 

8 —1 

1 1 2 

4 


A, — 13 —5 

1 =33. 


|2 7 

8 



Por consiguiente, x = l, y— I, *=1. 

15. Supongamos ahora que el determinante del sistema (1) es 
igual a cero: A = 0. 

Si, siendo A = 0, por lo menos, uno de los determinantes A x , 
A y , A x es diferente de cero, el sistema (1) no tiene solución alguna 
(corno suele decirse, las ecuaciones de este sistema son incompa- 
t i b les). 

En efecto, si A = 0, pero al menos uno de los determinantes 
A*, A^, A, es diferente de cero, por lo menos una de las igual¬ 
dades (6) será imposible, o sea, el sistema (6) no tendrá solucio¬ 
nes, 

Pero, en este caso, tampoco tendrá soluciones el sistema (1), 
puesto que el sistema (6) ha sido deducido del sistema (1) y, por 
consiguiente, cada solución del sistema (1), si es que tal solución 
existiera, sería solución del sistema (6). Por ejemplo, el sistema 

x+y + z^ 2, I 
3x + 2y + 2z=l, l 
4* + 3</-f 3z = 4 j 

no tiene soluciones, .puesto que A = 0, y A y =l=/=0. Podemos 
convencernos directamente de que las ecuaciones dadas son incom¬ 
patibles; para esto sumamos miembro a miembro las dos primeras 
de ellas y restamos el resultado obtenido de la tercera; se tiene, 
0=1, que es una igualdad imposible. 

Queda por considerar el caso en que A = 0 y también A* = 0, 
A y ==0, A, = 0. Pero este caso lo estudiaremos más adelante, des¬ 
pués de que veamos los llamados sistemas homogéneos. 

16. Se llama sistema homogéneo de tres ecuaciones de primer 
grado con tres incógnitas al sistema de la forma 

a i x + ói!/ + c l 7 = 0, 1 

a t x + b 2 y + c,z = 0, | ( 9 ) 

a 3 x + b 3 y + c,z = 0, J 

es decir, al sistema de ecuaciones, cuyos términos independientes 
son iguales a cero. Evidentemente, tal sistema siempre tiene solu- 
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ción: x=0, y = O, 2 = 0; ésta se llama solución nula. Si A=¿=0, 
esta solución es única. 

Vamos a demostrar que, si A=0, el sistema homogéneo (9) tie¬ 
ne una infinidad de soluciones no nulas. (En este caso, o una de 
las ecuaciones es consecuencia de las otras dos, o dos de las ecua¬ 
ciones son consecuencia de la tercera.) 

En primer lugar, daremos la demostración, suponiendo que por 
lo menos uno de los menores del determinante A es diferente de 
cero; sea, por ejemplo. 



En estas condiciones, las dos primeras ecuaciones del sistema (9) 
tienen una infinidad de soluciones simultáneas no nulas, determi¬ 
nadas por las fórmulas ' 



y 


a i c t ( f 

a, c, ' a t h¡ 


( 10 ) 


para valores cualesquiera de t (véase n° 6. fórmulas (8)). Fácil¬ 
mente se ve que cuando A = 0, todos estos números satisfacen 
también a la tercera ecuación del sistema (9). En efecto, sustitu¬ 
yéndolos en lugar de las incógnitas en el primer miembro de la 
tercera ecuación del sistema (9), hallamos; 


a^ + b^y + c^z 






At. 


El resultado de la sustitución da cero, puesto que por la suposi¬ 
ción, A = 0. Asi pues, las fórmulas (10) determinan una solución 
del sistema (9) para cualquier t; si t =t= 0, esta solución no es nula. 
En el caso considerado, el sistema tiene sólo dos ecuaciones esen¬ 
ciales (la tercera ecuación es consecuencia de las otras dos). 

Supongamos ahora que todos los menores del determinante A 
son iguales a cero; entonces, cualquier par de ecuaciones (9) tiene 
coeficientes proporcionales y, por consiguiente, de cualquier forma 
que elijamos dos ecuaciones en el sistema (9), una de ellas se ob¬ 
tiene multiplicando todos los términos de la otra por un factor 
común (en relación a esto véase el n° 7). Esto significa que en el 
sistema (9) sólo hay una ecuación esencial (las otras dos son con¬ 
secuencia de ella). Evidentemente, tal sistema tiene una infinidad 
de soluciones no nulas (puesto que a dos incógnitas se les puede 
atribuir cualquier valor numérico y la tercera se halla de la única 
ecuación esencial del sistema). Por lo tanto, queda demostrada la 
proposición expuesta. El resultado obtenido se puede formular del 
modo siguiente: 

El sistema homogéneo (9) tiene soluciones no nulas cuando , y 
sólo cuando, A = 0. 


240 



Ejemplo 1. El sistema 


x'-}-2g-|-z = 0, 

3x—5y+3í—0, 

2 x+7y—¡=0 

solamente tiene solución nula, puesto que 

A =33*0. 

Ejemplo 2.' El sistema 

X + y + í-O. 

2x+3jH-2í = 0. 

4x+5y+4*=0 

tiene una infinidad de soluciones no nulas, puesto que 

1 I I 

A= 2 3 2 =0. 

4 5 4 

Todas las soluciones se determinan por las fórmulas (10). según las cuales 
x = — t, y=0, í=I 

para cualquier t. 

E j e m p I o 3. El sistema 

*+y+*=°- 

2x+2p-t-2x=0. 

3x+3j,+3i = 0 

también tiene una infinidad de soluciones no nulas, puesto que A —0. En este 
caso, todos los menores del determinante A son iguales a cero y el sistema se 
reduce a una ecuación: x+p+a=0. Cada solución del sistema se compone de 
tres números: x, y, t. en donde x, y son arbitrarlos y i — — x—«. 

17. Volvamos a examinar un sistema no homogéneo arbitrario 

aiX + btf+c^^liL \ 

+ +CiZ=/l a . > (1) 

a a x + b 3 y + c t z*=h 3 . j 

Vamos a demostrar que. si á — Q y el sistema (1) tiene alguna so¬ 
lución, entonces tiene una infinidad de soluciones diversas. 

Supongamos que los números x 0 , y 0 , z„ forman una solución 
del sistema (1); sustituyendo en la ecuación (1) las incógnitas por 
x 0 , y 0 , z 0 se obtienen las identidades aritméticas: 

üiHi + Mo + Vs"^' \ 

a¡x 0 + b.¡y 0 +Vo=* 2 . > (11) 

a a x t +b 3 y 0 -i- c 8 z 0 = h a . J 

Restando miembro a miembro las identidades (11) de las ecuacio¬ 
nes correspondientes (l) (la primera identidad (11) se resta de la 
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primera ecuación del sistema (1), la segunda identidad, de la se¬ 
gunda ecuación y la tercera identidad, de la tercera ecuación), se 
obtiene: 

a ¡ (x-x l> ) + b ¡ (y-y o )+c l (e~2 B ) = 0, ) 

‘M*-*») + M¡/-y 0 )+c,(*-*o)=0. > (12) 

aa(*-*o) + My-í/o)+C3(z-Zo) = 0. J 

Hagamos las notaciones: 

x—x„ = u, y—y„ = v, z — z 0 = w. (13) 

Ahora las igualdades (12) se escribirán asi: 

a i“+V'+c,tt>= 0, 1 

l (]4) 

fl 3 u+6 8 t> + c 3 ai = 0. j 

Este es un sistema homogéneo de tres ecuaciones de primer grado con 
tres incógnitas u, v, w y con los mismos coeficientes que el sistema 
dado (1). Se llama sistema homogéneo correspondiente al sistema no 
homogéneo dado (1). 

Como, por las condiciones, A = 0, en virtud del n° 16, el sistema 
homogéneo (14) tiene una infinidad de soluciones diversas. De esto 
se deduce que el sistema dado (1) también tiene una infinidad de 
soluciones diversas; precisamente, por la igualdad (13), a cada solu¬ 
ción u, v, w del sistema (14) corresponde una solución 

x-x 0 +u, 
y=-y„ + v. 

Z=. 2 „+W 

del sistema (I). De este modo, nuestra afirmación queda demostrada.. 

Basándose en lo demostrado, inmediatamente obtenemos la 
proposición siguiente: 

Sí A = 0, y si también A, = A„ = A, =* 0. el sistema (1), o no 
tiene solución, o tiene una infinidad de soluciones (en el último caso, 
al menos una de las ecuaciones del sistema es consecuencia de las 
otras; tal sistema se llama indeterminado). 

Ejemplo 1. El sistema 


*+»+*-!. ] 

2*+2y+2í = 3. ) 
at+3¡/+3* = 4 ( 

(que satisface a las condiciones A=0, A,=0, 4 Ü =»0, A. = 0) no llene 
solución. " 

En efecto, las dos primeras ecuaciones de este sistema son incompatibles? 
puesto que, multiplicando la primera de ellas por 2 y restando el resultado 
de la segunda, se llega a la Igualdad 0 = 1, que es imposible. 

E j e m p I o 2. El sistema 


a a la igualdad 0 * 1 , que es ¡mposii 
sistema 


3* + y—z = l, 
o*-f-2y + 3í = 2, 
8* + 3y + 2e = 3 
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(que satisface a las condiciones 4 = 0, A, = 0, A„=0, A. =0) tiene una 
infiriidád de soluciones. En eiecto, la tercera ecuación de este sistema es conse¬ 
cuencia de las dos primeras, precisamente, se obtiene sumándolas miembro a 
miembro. Asi pues, el sistema dado sólo tiene dos ecuaciones esenciales: 


a»+y-e=l, \ 

6x+2f/+3a=2. / 


C) 


Para hallar todas las soluciones simultáneas escribimos el sistema (*) de la forma 
3*+y = l+*. t 
5x+2y=2—3a f 


y suponemos que a la incógnita 2 se le ha atribuido algún valor numérico, 
cando las iórmulas (8) del n° 2, hallamos: 


| 1 +* 1 
|2—3z 2 
3 1 
5 2 


5 52. 


I+* 

2 — 32 


13 I I 
5 2| 


= 1 — 142 . 


Apli- 


Los números x, y junto con el número 2 forman la solución del sistema: el siste¬ 
ma dado tiene una infinidad de soluciones diversas, puesto que el valor nu¬ 
mérico de r se puede lomar arbitrariamente. 


§ 6. Noción de determinante de orden cualquiera 

t8. En el problema general de resolución y discusión de un sistema 
de ecuaciones de primer grado con varias incógnitas y en muchos otros 
problemas de cálculo matemático se suelen emplear los determinantes 
de orden n (rt = 2, 3, 4. ...). La teoría de los determinantes de orden 
cualquiera es, en términos generales, análoga a la teoría de los deter¬ 
minantes de tercer orden expuesta anteriormente; sin embargo, para 
exponerla con todo-detalle se necesita una serie de proposiciones 
auxiliares y, por lo tanto, representa cierta dificultad. Esta teoría, 
así como la’ teoría de los sistemas de ecuaciones de primer grado con 
varias incógnitas, se estudia en los cursos de álgebra superior. 

Aquí nos limitaremos a dar las siguientes indicaciones: 

1. Un determinante de orden n se determina por una tabla de 
números (elementos del determinante) que tiene n filas y n columnas; 
el determinante de orden n se denota igual que los determinantes de 
segundo y tercer orden. 

2. Se llama menor de un elemento de un determinante de orden n, 
ai determinante de orden n— 1 que se obtiene del determinante dado, 
suprimiendo la fila y la columna en cuyas intersecciones está situado 
este elemento. 

3. Se llama complemento algebraico de un elemen¬ 
to del determinante al menor de este elemento, tomado con su signo, 
si la suma de los índices de la fila y de la columna, en cuyas Inter¬ 
secciones está situado este elemento, es un número par, y con signo 
contrario, si este número es impar. 

4. El determinante es igual a la suma de los productos de los 
elementos de una columna (o de alguna fila) por sus complementos 
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algebraicos. De este modo, el cálculo de un determinante de orden n 
se reduce al cálculo de n determinantes de orden n— 1. 

5. Todas las propiedades de los determinantes expuestas anterior¬ 
mente se refieren a los determinantes de orden .Cualquiera. 

Ejemplo. Calcular el determinante 


<1 = 


2 4 4 6 
4 2 5 7 

3 2 8 5 
2 8 7 3 


Solución Desarrollando este determinante por los elementos do la 
lila superior, o sea, representándolo en forma de una suma de productos de 
los elementos de la fila superior por sus complementos algebraicos, hallamos: 


12 5 7 

• 

4 5 7 ¡4 2 71 

4 2 5 

4 = 2 2 8 5 

—4 

3 8 5 +4 3 2 5 —6 

3 2 8 

|8 7 3 


2 7 3 {2 8 3| 

2 8 7 


Nota Se pueden simplificar los cálculos del determinanle. si se aplica 
previamente la propiedad 8 (véase n* 10 y la nota al fin del n° 12). 



